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1 厦门大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (15 分) 求极限 lim
n!1

1 � 1ŠC 2 � 2ŠC � � � C n � nŠ

.nC 1/Š
.

2. (20 分) 若 f .x/ 在 .0; 1/ 上二阶连续，且 f .0/ D f .1/ D 0，当 x 2 .0; 1/ 时
f .x/ ¤ 0，证明： Z 1

0

ˇ̌̌̌
f 00 .x/

f .x/

ˇ̌̌̌
dx � 4

3. (15 分) 设广义积分
Z C1

a

f .x/dx 收敛，且 f .x/ 单调，则 lim
x!C1

xf .x/ D 0.

4. (20 分) 求二元函数 f .x; y/ D x2
C y2

� 4.3x � 4y/ 在 D 上最值，其中 D D

f.x; y/jx2
C y2

� 25g.

5. (20 分) 设 K 为 n 维欧氏空间 Rn 上的开闭子集，且 K � [
1
kD1uk，uk 为一簇开

集，证明：存在 " > 0，能够在 K 中找到一个 uk 使其以 " 为半径、x 为圆心的
B.x; "/ 的开球集.

6. (20 分) 设函数 f .x/ D

8<: �
�

4
; x 2 Œ��; 0/

�

4
; x 2 Œ0; �/

.

(1) 求 f .x/ 在 Œ��; �� 上的 Fourier 展开式，并写出和函数；

(2) 计算
1X

nD1

1

.2n � 1/2
.

7. (20 分) 设函数 f .x/ 有连续导数, 且 f .0/ D 0, 求

lim
t!0

”
V
f
�p

x2 C y2 C z2

�
dxdydz

�t4

其中 V 是由 x2
C y2

C z2
� t2 围成的区域.

8. (20 分) 求曲线积分I
C

x ln
�
x2

C y2
� 1

�
dx C y ln

�
x2

C y2
� 1

�
dy

其中 C 是被积函数定义域内从 .2; 0/ 到 .0; 2/ 的逐段光滑曲线.
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2 复旦大学 2024 年数分高代考研真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-下午 5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 填空题.

(1) 设数列 fang 满足 anC1 D an C
2

an

, 且 a1 D 2024, 则 lim
n!1

an
p
n

D .

(2) 若 a > 0, 求极限 lim
n!1

en. n
p

a�1/
D .

(3) 求函数项级数
1X

nD1

.�1/n

nn
p
n

�
x

2x C 1

�n

的收敛域为 .

(4) 计算定积分
Z �

3

�
6

cos2 x

x.� � x/
dx D .

(5) 设 L 是从 .1; 0/ 沿着 x2
C y2

D x 到 .0; 0/ 的曲线, 求曲线积分I
L

�
�ex cosy � y2

�
dx C ex sin ydy D :

2. 若 f .x/ 在 .0; 1/ 上二阶连续，且 f .0/ D f .1/ D 0，当 x 2 .0; 1/ 时 f .x/ ¤ 0，证
明： Z 1

0

ˇ̌̌̌
f 00 .x/

f .x/

ˇ̌̌̌
dx � 4

3. 讨论函数项级数
1X

nD1

xae�
p

nx 关于 x 在 Œ0;C1/ 上的连续性.

4. (1) 设 A 的特征多项式为 f .x/ D xm.x � 2/n, 求

ˇ̌̌̌
ˇ A I

I A

ˇ̌̌̌
ˇ D :

(2) 写出

A D

266664
1 b a c

0 2 c a

0 0 1 b

0 0 0 2

377775
可对角化的所有条件.

(3) 设 n 阶方阵 A;B 满足 AB D 2AC B, 已知 B 的所有特征值为 �1; �2; � � � ; �n,
则 A 的所有特征值为 .

(4) 设 n 阶酉矩阵 A ，若 lim
k!1

Ak 存在, 则 lim
k!1

Ak
D .

5. 设 n维空间 V 的两个子空间 V1V2 的维数均为 m,且 m < n,求使得 V D V1 ˚U D

V2 ˚ U 的 U 的最大维数 k, 并构造 U .

6. 设 A 是 Mm�n.K/ 到 Mp�q.K/ 上的线性映射, 满足 A.X/ D AXB, 其中 A;B;M

分别为 p �m; n � q;m � n 阶矩阵, 求 A 是可逆线性变换的充要条件并求 A �1.
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7. 设 A1; A2; � � � ; Ap 是 n 阶半正定实对称阵, 记

f .x1; x2; � � � ; xk/ D det .x1A1 C x2A2 C � � � C xkAk/ ;

且复数 x1; x2; � � � ; xk 的虚部均大于零. 证明: 若存在这样的 x1; x2; � � � ; xk 使

f .x1; x2; � � � ; xk/ D 0

则 f .x1; x2; � � � ; xk/ � 0.

8. 证明: n 阶复矩阵 A 与 Ak 相似的充要条件是 A 的特征多项式为 f .x/ D .x �

1/rxn�r , 其中 r D r.A/.
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3 华东师范大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (10 分) 计算曲面 z D ex2�y2

C x2 与曲面 z D ex2�y2

� y2
C 1 所围成的封闭区域的

体积.

2. (10 分) 设 f .x/ 是 R 上以 2� 为周期的连续函数, 以 an; bn 为其傅里叶级数的系
数, 求

F.x/ D
1

�

Z �

��

f .t/f .x C t/dt

的傅里叶系数 (用 an; bn/ 表示.

3. (15 分) 设 lim
n!1

a1 C a2 C � � � C an

n
D a.�1 < a < C1/.

(1) 判断 lim
n!1

an 是否存在? 若存在请给出严格证明; 若不存在, 请举出反例并详细
说明;

(2) 若 lim
n!1

n .an � an�1/ D 0 或 fang 单调递增, 判断 lim
n!1

an 是否存在? 若存在给
出严格证明; 若不存在, 请举出反例并详细说明.

4. (15 分) 设 f .x/ 在 Œ0; 1� 上有连续的导数, f .0/ D 0 或
Z 1

0

f .x/dx D 0, 判断不等

式 Z 1

0

f 2.x/dx �

Z 1

0

�
f 0.x/

�2 dx

是否成立, 若成立, 给出严格证明; 若不成立, 请举出反例并详细说明.

5. (15 分) 讨论
1X

nD1

.�1/n�1

.nC .�1/n�1/
p .p > 0/ 的敛散性. (收敛时需指明是绝对收敛还是

条件收敛).

6. (20 分) (1) 证明: fun.x/g D

n�
1C

x

n

�no
在 x 2 Œ0; 1� 上一致收敛;

(2) 证明: fvn.x/g D

(
1

e x
n C

�
1C

x
n

�n
)
在 x 2 Œ0; 1� 上一致收敛;

(3) 计算 lim
n!1

Z 1

0

dx
e x

n C
�
1C

x
n

�n .

7. (25 分) 设 f 是定义在 .�1;C1/ 上的非常数函数. 请判断下列说法是否正确, 若
正确, 请给出严格证明; 若不正确, 请举出反例并详细说明.

(1) 若 f 是处处不连续的周期函数, 则 f 必有最小正周期;

(2) 若 f 是处处不连续的周期函数, 则 f 没有最小正周期;

(3) 若 f 是周期函数但没有最小正周期, 则 f 必有一列趋于 0 的周期;

(4) 若 f 是连续的周期函数, 则 f 必有最小正周期.
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8. (20 分) 设 f 在 .a;C1/ 上有连续的导数, 且 lim
x!C1

f .x/ D A.�1 < A < 1/.

(1) 请给出例子详细说明 lim
x!C1

f 0.x/ 未必存在;

(2) 若 lim
x!C1

f 0.x/ 存在, 求其值;

(3) 若 f .x/ 是 n 阶可导函数, 且 lim
x!C1

f .x/ 与 lim
x!C1

f .n/.x/ 均存在, 判断 8k D

1; 2; � � � ; n� 1, lim
x!C1

f .k/.x/ 是否存在? 若存在, 请求出极限, 若不存在请举例并详
细说明.

9. (20 分) 设 f W R2
! R 连续可微, f .0; 0/ D 0, 且 fy.0; 0/ ¤ 0, 考虑迭代:

y0.x/ D 0; ynC1.x/ D yn.x/ �
�
fy.0; 0/

��1
f .x; yn.x//

定义 unC1.x/ D ynC1.x/ � yn.x/; n � 0.

(1) 证明: 对任何 " > 0, 存在 ı > 0, 当 x 2 .�ı; ı/ 时, jyn.x/j < " 对任何 n � 0 成
立, 进而当 ı 充分小时, 存在 0 < p < 1 使得对任意 jxj < ı, 有

junC1.x/j � p jun.x/j :

(2) 证明: y.x/ D

1X
nD1

un.x/ 是 f .x; y/ D 0 在 .0; 0/ 附近确定的一个连续隐函数.
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4 华东师范大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一、(共 10 题, 每题 5 分, 共 50 分.)

(1) 设 f .x/ D x3
C 3x C 1, 满足同余方程 v.x/f 0.x/ � 1.modf .x// 且次数最小的

多项式 v.x/ 为 .

(2) 实系数多项式 f .x/ D 2x3
� 5x2

C 4x � 1 及 g.x/ D 4x3
� 8x2

C 5x � 1 的最大
公因式为 .

(3) 使得实对称矩阵

0BB@
3C t 2 1

2 3 2

1 2 3 � t

1CCA 正定的实数 t 的范围为 .

(4) 已知方阵 A 的初等因子为 �; �2; .�C 1/3; .�� 1/2; .�� 1/2, 则 A 的极小各项式
mA.�/ 为 .

（5）考虑标准欧氏空间 R4 中的向量

˛1 D .1; 1; 1;�1/; ˛2 D .1; 1; 1; 1/; ˛3 D .�1; 1; 1; 1/; ˇ D .1;�1; 1; 1/:

设  与诸 ˛i 均正交, 则  与 ˇ 的夹角的最小值为 .

(6) 设诸 ˛i 同上一小題, 使得 j˛1 � t˛2j 达到最小的实数 t 为 .

(7) 已知线性映射 A W R4
! R4 满足

A .x; y; z; w/ D .x C 3y C z C 6w; 2y C z C 4w; 2x � z;�x C 3y C 2z C 6w/:

那么核空间 Ker A 的维数为 .

(8) 置换 ��1�� 等于 , 这里

� D

 
1 2 3 4 5 6 7

7 6 5 4 3 2 1

!
; � D

 
1 2 3 4 5 6 7

6 4 2 7 5 3 1

!

(9) 实对称矩阵 A D

0BB@
4 �2 0

�2 3 �2

0 �2 2

1CCA 可通过正交相似变换化为对角阵 .

(10) Jn.�1/C Jn.�1/
�1 的行列式值为 .

二、( 每题 20 分, 共 100 分.)

1. 已知 C.A/ D fX 2 M3.C/ j AX D XAg 是 C 上的线性空间, 这里

A D

0BB@
1 1 0

0 1 0

0 0 1

1CCA
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(1) 求 C.A/ 的维数.

(2) 考虑线性映射
A W C.A/ ! C.A/;X 7! AX:

求复合映射 A n 对应的表示矩阵的 Jordan 典范形 .n � 1/.

2. 设

A D

0BBBB@
�2 �9 2 �31

0 �2 1 �5

1 4 0 12

0 1 �1 4

1CCCCA :

(1) 求 A 的特征值及相应的特征子空问.

(2) 求 A2024.

3. 设 A;B 2 Mn.K/; k 2 K 是非零常数.

(1) 证明: 如果 AB D kIn, 则 BA D kIn.

(2) 证明: 如果 AB D O, 则 rankAC rankB � n.

4. 设 A 2 Mn.K/; f .x/ 2 KŒx�;Ker.f .A// D fX 2 Kn
j f .A/X D 0g 是 f .A/ 的核

空间.

(1) 设 f .x/; g.x/ 2 KŒx�; d.x/ D gcd.f; g/. 证明:

Ker.d.A// D Ker.f .A// \ Ker.g.x//:

(2) 设 �A.x/ 是 A 的特征多项式, 满足 �A.x/ D f .x/g.x/; gcd.f; g/ D 1, 证明:

Kn
D Ker.f .A//˚ Ker.g.A//:

5. 设 A 2 Mn.R/; Im.A/ D fY 2 Rn
j 9X 2 Rn 使得 Y D AXg.

(1) 证明: Im
�
AAT

�
D Im.A/.

(2) 证明: 若 A2
D O, 那么

Rn
D Im.A/˚ Im

�
AT
�

˚ Ker.B/:

其中 B D ATAC AAT ;Ker.B/ D fX 2 Rn
j BX D 0g.
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5 湖南大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 解答如下问题:

(1) 已知 0 < x1 < 1; xnC1 D xn .1 � xn/ ; n D 1; 2; � � � , 证明: lim
n!1

nxn D 1.

(2) 设 0 < p < 1; 0 < x1 <
1

p
; xnC1 D xn .1 � pxn/, 证明: lim

n!1
nxn D

1

p
.

2. 设函数 f .x/ 在点 x D x0 处可导.

(1) 记 xn D f

�
x0 C

1

n2

�
C f

�
x0 C

2

n2

�
C � � � C f

�
x0 C

n

n2

�
� nf .x0/, 证明:

lim
n!1

xn D
1

2
f 0 .x0/.

(2) 求极限 lim
n!1

�
sin

1

n2
C sin

2

n2
C � � � C sin

n

n2

�
.

(3) 求极限 lim
n!1

�
1C

1

n2

��
1C

2

n2

�
� � �

�
1C

n

n2

�
.

3. 解答如下问题:

(1) 设 f .x/ 为三次多项式, x 2 Œ�1; 1�. 证明:Z 1

�1

f .x/dx D
1

3
Œf .1/C 4f .0/C f .�1/�:

(2) 设 f .x/ 为 Œa; b� 上的三次多项式, 证明:Z b

a

f .x/dx D
b � a

6

�
f .a/C 4f

�
aC b

2

�
C f .b/

�
:

4. 设 f .x/ 在 Œ0;C1/ 上一致连续对任意的 h > 0, 序列 ff.nh/g 极限存在. 证明:
lim

x!C1
f .x/ 存在.

5. 设函数列 ffn.x/g 在 Œa; b� 上连续, 且 ffn.x/g 在 Œa; b� 上一致收敛于 f .x/. 证明:

(1) 存在 M > 0, 对任意的正整数 n 及 x 2 Œa; b�, 有 jfn.x/j � M , 且 jf .x/j � M .

(2)若 g.x/在 .�1;C1/上连续,那么 fg .fn.x//g在 Œa; b�上一致收敛于 g.f .x//.

6. 设 f .x/ D
1

4
x.2� � x/; x 2 Œ0; 2��.

(1) 将 f .x/ 展开为 Œ0; 2�� 上的 Fourier 级数, 并计算
1X

nD1

1

n2
.

(2) 通过将 f .x/ 的 Fourier 级数逐项积分, 计算
1X

nD1

1

n4
.

7. 设 f .x/; g.x/ 在 .a; b/ 上连续, 什么情况下方程 f .x/y D g.x/ 在 .a; b/ 上确定了
唯一的连续解?
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8. 设 f .x/ 在 Œ0;C1/ 上连续, 证明: 含参量积分
Z C1

0

e�˛xf .x/dx 在 ˛ 2 Œ0;C1/

上一致收敛的充要条件为
Z C1

0

f .x/dx 收敛.

9. 计算曲面积分 “
S

xyz
�
x2y2

C y2z2
C z2x2

�
dS

其中 S 为 x2
C y2

C z2
D a2.a > 0/ 在第一卦限的部分.
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6 湖南大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 设 f .x/ D .x C 1/2024
� x2024

� 1.

(1) 求 f 0.x/.

(2) 求 f 0.x/ 的所有复数根及在复数域和实数上的不可约因式分解.

(3) 判断 f .x/ 是否有重根, 并说明理由.

2. 判断题. 正确的请简要证明, 错误的请举出反例.

(1) 已知 V D W1 ˚W2, 则对任意的 ˛ 2 V , 有 ˛ 2 W1 或 ˛ 2 W2.

(2) 多项式 p.x/ 在数域 K 上不可约, 则 p
�
x2
�
在数域 K 上也不可约.

(3) 若 n 为偶数, 则存在 A;B 2 Mn�n.R/, 满足对任意的 0 ¤ ˛ 2 Rn, 都有 A˛;B˛

线性无关.

3. 设 n 阶矩阵 A DD

0BBBBBBB@

1 �1

1 �1

: : :
: : :

1 �1

1

1CCCCCCCA
，求 A�1.

4. 记 N.A/ D f� 2 C j �A和A相似g.

(1) A D

0BB@
0 0 1

0 0 0

0 0 0

1CCA, 求 N.A/.

(2) A 不是幂零矩阵, 证明: N.A/ 为有限集.

5. 已知 V 为有限维线性空间, A 为 V 上的线性变换.

(1) 证明: dimV D dim Ker A C dim Im A .

(2) 证明: A 可逆的充要条件是 A 为单射.

(3) 举例说明 V 为无限维线性空间时, (2) 不成立.

6. 设 A 是数域 K 上的 n 阶矩阵, 证明 r.A/ D r 的充要条件是: 存在两个线性无关的
向量组

˛1; ˛2; � � � ; ˛r 2 Kn; ˇ1; ˇ2; � � � ; ˇr 2 Kn:

使得
A D ˛1ˇ

T
1 C ˛2ˇ

T
2 C � � � C ˛rˇ

T
r :

7. 设 A 为复数域上的 n 阶可逆矩阵, A2 在复数域上可相似对角化, 证明: A 在复数
域上可相似对角化.
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8. 设 A D
�
aij

�
为 3 阶实正定对称矩阵, 且 aij 2 f�1; 0; 1g, 求矩阵 A, 并证明你的结

论.
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7 中国科学技术大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (15 分) 若 z D f

�
x C y; xy;

x

y

�
，其中 f .u; v; w/ 具有二阶连续偏导数，试求

@z

@x

与
@2z

@x2
.

2. (15 分) 设摆线参数方程为
(
x D a .t � sin t/
y D a .1 � cos t /

a > 0; 0 � t � 2�，求摆线的弧长.

3. (15 分) 计算曲面积分“
S

�
x2

C y
�

dydz � ydzdx C
�
x2

C y2
�

dxdy

其中 S D
˚
.x; y; z/ jz D x2

C y2; 0 � z � 1
	
，方向向外.

4. (15 分) 计算极限

lim
n!1

n

�
1

n2 C 12
C

1

n2 C 22
C � � � C

1

n2 C n2

�

5. (15 分) 确定含参量积分 I.˛/ D

Z C1

0

ln
�
1C x3

�
x˛

dx 的定义域与连续性.

6. (15 分) 设 a > 0; x0 > 0; xn D
1

2

�
xn�1 C

a

xn�1

�
; n � 1, 证明：数列 fxng 是单调数

列, 并求出 lim
n!1

xn.

7. (15 分) 设 f W R2
! R 在 .0; 0/ 附近存在偏导数

@f

@x
和

@f

@y
. 设

@f

@x
在 .0; 0/ 点是

连续的. 求证: 对于任何 u; v 2 R;
d
dt

ˇ̌̌̌
tD0

f .tu; tv/ D u
@f

@x
.0; 0/C v

@f

@y
.0; 0/.

8. (15 分) 设 f .x/ 在 Œ�1; 1� 上二阶可导，且 f .�1/ D f .0/ D 0; f .1/ D 1，证明：存
在 � 2 .�1; 1/ 使得 f 00.�/ D 1.

9. (15 分) 设 f .x/ 2 RŒ��; ��，且是以 2� 为周期的函数，其傅里叶级数

f .x/ �
a0

2
C

1X
nD1

.an cosnx C bn sin nx/

对 8c; d 2 Œ��; �� 有Z d

c

f .t/dt D

Z d

c

a0

2
dt C

1X
nD1

Z d

c

.an cosnt C bn sin nt/dt

10. (15 分) 设 Sn D

nX
kD1

ak; �n D
1

n

nX
kD1

Sk, 数列 fang 满足 an D o

�
1

n

�
, 若存在极限

lim
n!1

�n D � , 则 Sn 收敛于 � .
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8 中国科学技术大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一. 填空题 (每空 6 分, 共 60 分; 要求答案写成最简形式, 否则不得分).

1. 在 R3 中, 已知点 A D .1;�1; 2/; B D .5;�6; 2/; C D .1; 3;�1/, 则 4ABC 的面
积 S D AC 边上的高 h D .

2. 点 P D .3; 2; 17/ 在平面 3x C 4y C 12z � 52 D 0 上的垂足 Q D .

3. 矩阵
 

1
p
3

�
p
3 1

!2024

D ; 行列式 det
 
2In 4In

9In 3In

!
D , 其中 In

是 n 阶单位方阵.

4. 已知方阵 A 满足 I � 2A� 3A2
C 4A3

C 5A4
� 6A5

D O, 则 .I �A/�1
D .

5. 已知 �-方阵 A D

0BB@
1 � � �2 �

� � ��

1C �2 �2
��2

1CCA, 则 A 的初等因子组为为 .

6. 矩阵 A D

0BB@
�2 0 0

2 x 2

3 1 1

1CCA ; B D

0BB@
�1 0 0

0 2 0

0 0 y

1CCA 是同一个线性变换在两组不同
基下的矩阵, 则 x 与 y 分别是 (只写一个或顺序写错不得分) . A 的 Smith 标准
型 .

7. R4 中向量组 .1;�1; 1 � 1/; .�1; 1; 5;�5/; .�1; 1; 1;�1/; .0; 0; 12;�12/ 张成子空
间 V 的维数是 .

二. (20 分) 设 R3 上线性变换 A 把 ˛1 D .0; 1; 1/T ; ˛2 D .1; 0; 1/T ; ˛3 D .1; 1; 0/T 分
别映射到 ˇ1 D .2; 1; 1/T ; ˇ2 D .1; 2; 3/T ; ˇ3 D .1; 1; 2/T .

(1) 求 A 分别在基 f˛1; ˛2; ˛3g 和 fe1; e2; e3g 下的表示矩阵. 这里 fe1; e2; e3g 为 R3

的自然基.

(2) 求 A 的特征值和特征向量.

三. (18 分) 解答如下问题:

(1) 设矩阵 A 2 Fm�n; B 2 Fn�m, 证明: det .Im C AB/ D det .In C BA/.

(2) 已知矩阵 A 2 Fn�n, 秩 r.A/ D 1, 迹 tr.A/ D �, 求 det.I C A/.

四. (20 分) 对于任意向量 X; Y 2 R3, 定义

.X; Y / D XT

0BB@
2 1 1

1 2 1

1 1 2

1CCAY:
(1) 证明：上述定义给出了 R3 上的一个内积.
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(2) 利用 Schmidt 正交化从基向量组 ˛1 D .1; 0; 0/T ; ˛2 D .1; 0; 1/T ; ˛3 D .1; 1; 0/T

构造一组标准正交基.

五. (16 分) 设二次型 Q.x1; x2; x3/ D �
�
x2

1 C x2
2 C x2

3

�
C 3x2

2 � 4x1x2 � 2x1x3 C 4x2x3.

(1) 当 � 取何值时, 二次型 Q.x1; x2; x3/ 为正定二次型.

(2) 当 � 取何值时, 二次型 Q.x1; x2; x3/ 为实一次多项式的完全平方? 并求出该完
全平方式.

六. (16 分) 设矩阵 A 为 n 阶 Hermite 矩阵, 其特征值满足 �1.A/ � �2.A/ � � � � �

�n.A/.

(1) 证明: �n.A/ �
X�AX

X�X
� �1.A/ 对任意非零向量 X 2 Cn 成立, 其中 X� 表示向

量 X 的共轨转置.

(2) 设 A;B 是 n 阶 Hermite 矩阵, 证明: �1.AC B/ � �1.A/C �1.B/.
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9 中国人民大学 2024 年数学分析试题真题

’

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (15 分) 计算极限 lim
n!1

nX
iD1

sin i�
n

nC
i
n

.

2. (15分)设函数 f .x/在 f .x/在 Œ0;C1/上有定义且一致连续，已知 lim
n!1

f .xCn/ D

0 (n 为自然数) 对 8x > 0 成立. 证明: lim
x!C1

f .x/ D 0.

3. (15 分) 设函数 f .x/ 在 Œ0; 2� 上存在二阶导数, 且满足

jf .x/j � 1;
ˇ̌
f 00.x/

ˇ̌
� 1:8x 2 Œ0; 2�

对任意 x 2 Œ0; 2�, 试证:
ˇ̌
f 0.x/

ˇ̌
� 2.

4. (15 分) 设函数 f .x/ D

Z x

1

et2dt , 证明: 存在 � 2 .1; 2/; � 2 .1; 2/, 使得

f .�/ D .2 � �/e�2

; f .2/ D �e�2 ln 2

5. (15 分) 求函数 f .x; y; z/ D xyz 在条件

x2
C y2

C z2
D 1; x C y C z D 0

下的极值.

6. (15 分) 设函数 f .x/; g.x/ 在区间 Œa; b� 连续, 且 f .x/ 严格递增, 0 � g.x/ � 1. 证
明: Z aC

R b

a g.t/dt

a

f .x/dx �

Z b

a

f .x/g.x/dx

7. (15 分) 设函数 f .x; y/ 有连续偏导数，对任意光滑曲线 L, 曲线积分
Z

L

2xydx C

f .x; y/dy 与路径无关. 求 f .x; y/ 满足对 8t 都有Z .t;1/

.0;0/

2xydx C f .x; y/dy D

Z .1;t/

.0;0/

2xydx C f .x; y/dy

8. (15 分) 计算三重积分 •
V

xeyCzdxdydz

其中 V 是由曲面 y D x2.x � 0/ 和平面 y D x; x C y C z D 2 及 z D 0 围成的区
域.

9. (15 分) 证明：函数项级数
C1X
nD1

xn

1 � x2n
.1 � x/ sin nx 在

�
1

2
; 1

�
上一致收敛.
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10. (15 分) 设 n 为正整数, 且函数

fn.x/ D
a0

2
C

nX
kD1

.˛k cos kx C ˇk sin kx/

其中 ˛0; ˛k; ˇk 为常数, 1 � k � n. 证明:

max
���x��

ˇ̌
f 0

n.x/
ˇ̌

� n2 max
���x��

jfn.x/j
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10 中国人民大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (25 分) 计算以下行列式

(1)(5 分)

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

1 0 0 0 0

2 3 0 0 0

4 5 6 0 0

7 8 9 1 �2

10 11 12 3 4

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

D .

(2) (10分)

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

0 1 0 � � � 0

0 0 2 � � � 0
:::

:::
:::

0 0 0 � � � n � 1

n 0 0 � � � 0

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

D . (3) (10分)

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌
1 1 1 1

a b c d

a2 b2 c2 d 2

a4 b4 c4 d 4

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌ D .

2. (15 分) 设 A 是 n 阶矩阵, 若有正整数 k, 使得 r
�
Ak
�

D r
�
AkC1

�
, 则 r

�
Ak
�

D

r
�
AkCj

�
.j D 1; 2; 3; � � � /.

3. (15 分) 证明: 秩为 r 的矩阵 A 可分解为 A D BC , 其中 B;C 分别为行, 列满秩
矩阵, 秩均为 r . 若有两种这样的分解 A D BC D B1C1, 则存在可逆矩阵 P , 使
BP D B1; P

�1C D C1.

4. (15 分) 设 A;B 为 m � n; n � q 矩阵, 则有

r.A/C r.B/ � r.AB/C n

5. (25 分) 设 V 是 R 上的向量空间, ˛1; ˛2; � � � ; ˛n 是其一组基, 由 A .˛i / D ˛iC1.i D

1; � � � ; n � 1/;A .˛n/ D 0，定义 V 上的线性映射.

(1) (5 分) 写出 A 在 ˛1; � � � ; ˛n 下的矩阵表示;

(2) (5 分) 证明: A n
D 0;A n�1

¤ 0;

(3) (10 分) 假设 B 是 V 上的线性映射, 满足 Bn
D 0;Bn�1

¤ 0, 则存在 V 的一
组基使得 B 的矩阵表示与 A 在第 (1) 问中的矩阵表示相同;

(4) (5 分) 证明: 若 n 阶实方阵 M;N 满足 M n
D N n

D 0;M n�1
¤ 0 ¤ N n�1, 则

M 与 N 相似.

6. (30 分) 设向量空间 V 的线性变换 A 满足 A 2
D A , 则称 A 为投影映射. 证明:

(1) (5 分) V 中向量 ˇ 属于 A 的像集当且仅当 A ˇ D ˇ;

(2) (10 分) V D A V ˚ Ker A , 且 V 中任何一个向量可以直和分解为

˛ D A ˛ C .˛ � A ˛/
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(3) (10 分) 对任意直和分解 V D V1 ˚ V2, 存在唯一的投影映射 B 使得

V1 D Ker B; V2 D BV

(4) (5 分) 每个投影映射都有矩阵表示.

7. (25 分) 设 A 是 n 阶复方阵, 求所有与 A 可交换的复方阵, 写出详细过程.
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11 电子科技大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一、填空题 (每题 5 分, 共 30 分)

1. 求极限 lim
x!0

1 � .cos x/sin x

p
1C x3 � 1

D .

2. 若 u D xyz, 则 d3u D .

3. 求曲线积分
I

L

�
2x2

C y2
C z

�
dS D ，其中 L W x2

C y2
C z2

D 1 与

x C y C z D 0 相交所围成的曲线.

4. 已知曲面 z D xy, 在曲面上找一点使得该点的法线与平面 x C 3y C z C 9 D 0

垂直, 求该点的坐标为 .

5. 求幂级数
1X

nD1

1

n � 2n
D .

6. 将函数 f .x/ D ��x; x 2 .0; �/展开成正弦级数 ,并写出和函数 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 60 分)

1. 讨论方程组 (
xy C y C y2z D 0

xy
C yz � z2

C 5 D 0

在 P.1;�2; 1/ 的附近能否确定形如 x D f .z/; y D g.z/ 的隐函数组?

2. 计算曲线积分 I
L

.x � y/dx C .x C 4y/dy
x2 C 4y2

其中 L W x2
C y2

D 1, 方向为逆时针.

3. 求 x C 2y D 1 与 x2
C 2y2

C z2
D 1 相交曲线上的点到原点距离最小的点.

4. 判断数项级数
1X

nD1

.�1/n�1 sin2 n

n
的敛散性, 若收敛需要判断是条件收敛还是绝

对收敛.

5. 计算积分 I.y/ D

Z C1

0

e�x2 cos 2xydx, 其中 y 2 R.

6. 计算二重积分 “
D

p
x2 C y2 C ydxdy

其中 D W x2
C y2

D 4 与 .x C 1/2 C y2
D 1 所围成的区域.

三、证明题 (每题 10 分, 共 30 分)
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1. 已知数列 fxng 满足:

xn D sin 1C
sin 2
2Š

C
sin 3
3Š

C � � � C
sin n
nŠ

证明: (1) 数列 fxng 有界, 但不单调; (2) 数列 fxng 收敛.

2. 证明: 函数项级数
1X

nD1

x2

.1C x2/
n 在 .�1;C1/ 上非一致收敛.

3. 证明: 反常积分
Z C1

0

x

1C x5 sin2 x
dx 收敛.

四、综合题 (每题 15 分, 共 30 分)

1. 设 ˛ 2 .0; 1/, 已知 fang 为正项数列, 且满足

lim inf
n!1

n˛

�
an

anC1

� 1

�
D � 2 .0;C1/

证明: 对 8k > 0, 有 lim
n!1

nkan D 0.

2. 设函数 f .x/ 在 Œ0; 1� 上二阶连续, 且满足 f .0/f .1/ � 0, 证明:Z 1

0

ˇ̌
f 0.x/

ˇ̌
dx � 2

Z 1

0

jf .x/jdx C

Z 1

0

ˇ̌
f 00.x/

ˇ̌
dx:
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12 电子科技大学 2024 年线性代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一、填空题

1. 若矩阵 A D

 
1 �1

1 1

!
; B D

p
3

2
A, 则

 
A

B

!8

D .

2. 设矩阵 B D .˛1; ˛2; ˛3/ 为正交矩阵, 则矩阵 A D 2˛2˛
T
2 C ˛3˛

T
3 C ˛4˛

T
4 的最

小多项式为 .

3. 若矩阵 A 满足 A4
D O, 则 A 按照相抵分类一共可以分为 类.

4. 若矩阵 A 为 m� n 矩阵, 且 r.A/ D r < n, 则 AX D b 的解中线性无关的向量
的个数最多为 个.

5. 设 A 为 4 阶实对称矩阵, 三个特征值为 �1 D 1; �2 D 3; �3 D 4, 且 jAj D �12,
其中 V1; V2; V3分别为 �1; �2; �3特征子空间,则 dim

�
.V1 ˚ V2 ˚ V3/

?
�

D .

6. 设 A 是 EndF .V / 上的线性变换, 且多项式 f .x/ 无重根, 则 Im f .A / C

Im f 0.A / D .

二、计算 & 证明题

1. 已知矩阵

A D

0BBBBBBBB@

0 1

0 1

0
: : :

: : : 1

32 0

1CCCCCCCCA
计算 f .x/ D jxI � Aj, 并求 Tr ..xI � A/�/ � f 0.x/.

2. 设 4 阶正交矩阵 A 无实特征值, 证明: 存在正交矩阵 Q, 使得

QTAQ D

0BBBB@
cos �1 sin �1

� sin �1 cos �1

cos �2 � sin �2

sin �2 cos �2

1CCCCA ; �i ¤ k˛.i D 1; 2/

3. 设 V 是 n 维线性空间, � 是 EndF .V / 上的线性变换, f .x/ 是 � 的最小多项
式.

(1) 证明: � 可对角化的充要条件是 f .x/ 可分解为互素一次因式的乘积.

(2) 若 A5
D I; A 2 Qn�n, 当 F D Q 或 F D C 时, A 是否可以对角化? 请说

明理由.
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4. 设矩阵 A D P

0BB@
2 3 0

0 2 3

0 0 2

1CCAP �1, 且 C.A/ D
˚
X 2 R3�3

j AX D XA
	
.

(1) 证明: C.A/ 是 R3�3 的子空间;

(2) 求 C.A/ 的维数和基.

5. 若矩阵 AT
D A;BT

D �B;AB D BA 且 A 可逆，C D A�1B.

(1) 证明: C 为反对称矩阵;

(2) 设 V 为 n 维欧氏空间, 记线性变换 A 满足

A W ˛ ! C˛;8˛ 2 V

证明：A .˛/ ? ˛;8˛ 2 V .

(3) 证明: C 2 非负定.

6. 已知 V 为 n 维欧氏空间, 且 A ;B 2 EndF .V /. 证明:

dim.Ker A B/ � dim.Ker A /C dim.Ker B/

并证明 R.AB/ � R.A/CR.B/ � n;8A;B 2 Rn�n.

7. 若二次型

f .x1; x2; x3/ D .x1; x2; x3/

0BB@
1 4 �1

0 2 �3

1 �1 3

1CCA .x1; x2; x3/
T

将二次型 f 化为标准形.
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13 华中师范大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 计算题

(1) 计算极限 lim
x!C1

h�
x3

� x2
C
x

2

�
e 1

x �

p
x6 C 1

i
.

(2) 将 f .x/ D sin x; x 2 Œ0; �� 展开成余弦级数.

(3) 计算曲线
I

L

.x C y/dx � .x � y/dy
x2 C y2

, 其中 L W x2
C y2

D a2.a > 0/

(4) 计算二重积分
“

e
y

xCy dxdy 其中 D 为 x D 0; y D 0; x C y D 1 所围区域.

(5) 计算曲面积分
“

S

xdydz C ydzdx C zdxdy，其中 S W x2
C y2

C z2
D a2，方

向外侧.

2. 已知 lim
n!1

an D a; lim
n!1

bn D b，证明：

lim
n!1

a1bn C a2bn�1 C � � � C anb1

n
D ab

3. 设 f .x/ 在 Œ0;C1/ 上二阶连续可导且 M0 D supfjf .x/jx 2 .0;C1/g 以及

M1 D supfjf 0.x/jx 2 .0;C1/g;M2 D supfjf 00.x/jx 2 .0;C1/g

均为有限数, 证明:M1 � 2
p
M0M2.

4. 设 fxng 为 .0; 1/ 上各项互异的数列，试讨论函数项级数
1X

nD1

sgn.x � xn/

2n
在 .0; 1/

上的一致收敛性及极限函数的连续性.

5. 设 f .x/ 在 R 上连续，且 g.x/ D f .x/

Z x

0

f .t/dt 单调递减，证明：f .x/ � 0.

6. 讨论 f .x/ D

Z C1

0

xe�xydy 在 .0;C1/ 上的一致收敛性.

7. 证明: 函数 f .x/ 在有界区间上一致连续的充分必要条件是当 fang 是 I 上的任意
柯西数列时,ff .an/g 也是柯西数列.

8. 设级数
1X

nD1

an 收敛，且
1X

nD1

.bnC1 � bn/ 绝对收敛.

(1) 叙述阿贝尔变换，并求
1X

nD1

anbn 的部分和;

(2) 证明：数列 fbng 收敛；

(3) 证明：
1X

nD1

anbn 收敛.
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14 华中师范大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 填空题

(1) 若 A;B 均为 3 阶矩阵，且 AB D O 且 rank.A/ D 1，则 B 的秩最大为 .

(2) 已知矩阵 A D

0BB@
2 � �

0 4 �

0 0 6

1CCA，则 tr.A2/= .

(3) 若 A D

 
0 �1

2 3

!
，则 A2023

D .

(4) 设 .g.�/; f .�/ D 1，且 f; g 均为首一多项式，则

 
g.�/ 0

0 f .�/

!
= .

(5) 求 A D

0BB@
1 1 1

1 1 1

1 1 1

1CCA 的 Jordan 标准型 .

(6) 子空间 f.x1; x2; x3/jx1 C x2 C x3 D 0g 的维数 .

2. (1) 证明: x3
� 2 为有理不可约多项式;

(2) 求有理数 a; b; c 使得 3
p
4aC

3
p
2b C c D

1
3
p
4C

3
p
2C 2

3. 实二次型 g .x1; x2; x3/ D x2
1 C2ax1x2 C2.aC1/x1x3 C2x2

2 Cx2
3 为正定二次型，求

a 范围.

4. 计算行列式

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌
a 0 b 0

0 c 0 d

�b 0 �a 0

0 �d 0 �c

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌.

5. 实矩阵 A 的前 r 列是 A 列向量的极大无关组当且仅当 A0A 的前 r 列是 A0A 的极
大线性无关组.

6. 设 A 为不可逆线性变换，证明：存在线性变换 B ¤ 0 满足 A B D BA D 0.

7. 若 Q 2 Mn.C/,QQ0 D En�n ，证明: Q 特征值模长为 1. 举例说明 9P 2 M2.C/ 的
特征值模长为 1，但 P NP 0

¤ E2�2.
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15 首都师范大学 2024 年数学分析考研真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (每题 8 分共 24 分) 求下列极限

(1) lim
x!0C

.cos
p
x/

1
x

(2) 若 lim
n!1

an D a; a > 0, 求 lim
n!1

n
p
an

(3) lim
x!0

.1C tan x/ 1
4 C .1 � sin x/ 1

4 � 2

x2

2. (10 分) 讨论函数 f .x; y/ D

�
1C

2

x2

� x4

x2Cy2

在点 .0; 0/ 处的累次极限和重极限存

在性，若存在求其值.

3. (10 分) 证明:f .x/ D ln x 在 .1;C1/ 上一致连续，但在 .0; 1/ 上不一致连续.

4. (10 分) 设函数 f .x/ 在 Œa; b� 上可导，满足

f .a/ D f .b/ D 0; f 0
C.a/f

0
�.b/ D 0

证明：至少存在不同的两点 �; � 2 Œa; b� 使得 f 0.�/ D f 0.�/ D 0

5. (12 分) 证明：二元函数 f .x; y/ D x3
� 4x2

C 2xy � y2 在 R2 上有唯一的极值点，
且该极值点是极大值点但不是最大值点

6. (14 分) 求
•

�

2
p
x2 C y2dxdydz, 其中 � 为柱面 y D

p
2x � x2 及平面 z D

0; z D a.a > 0/ 和 y D 0 所围成的区域.

7. (20 分) 定义函数

f .x/ D

8<:
1

x
e� 1

x2 ; x ¤ 0

0 ; x D 0

(1) 证明：f .x/ 在点 x D 0 连续且可导;

(2) 证明：f 0.x/ 在 R 上连续;

(3) 求 f .x/ 的单调区间、最大值点、最小值点.

8. (15 分) 设函数项级数
1X

nD2

xe�nx

ln n
.

(1) 求函数项级数的收敛区间;

(2) 设 a > 0 ，证明：函数项级数在 Œa;C1/ 上一致收敛.
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9. (15 分) 设函数 f1.x/ 在区间 Œa; b� 上可积，A 是一个给定实数.

fnC1.x/ D AC

Z x

a

fn.t/dt

其中 x 2 Œa; b�; n D 1; 2 : : :.

(1) 证明：函数列 ffn.x/g 在 Œa; b� 上一致收敛;

(2) 记 ffn.x/g 极限函数为 f .x/ ，证明：f .x/ 在 Œa; b� 可微.

10. (15 分) 求曲线积分I
C

x ln
�
x2

C y2
� 1

�
dx C y ln

�
x2

C y2
� 1

�
dy

其中 C 是被积函数定义域内从 .2; 0/ 到 .0; 2/ 的逐段光滑曲线.

11. (10 分) 设 f .x/ 为区间 Œa; b� 上定义的连续且黎曼可积函数，证明：

lim
�!1

Z b

a

f .x/ sin�xdx D 0
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16 首都师范大学 2024 年高等代数考研真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 设 n 为正整数，计算 n 阶行列式ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌
1C x1 x1 � � � x1

x2 1C x2 � � � x2

� � � � � � � � � � � �

xn xn � � � 1C xn

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌

2. 判定下列多项式是否为有理数域上的不可约多项式，并说时理由:

(1) x8
C x4

C 1；(2) x5
C 5x C 11

3. 设某向量空间中的五个向量 ˛1; ˛2; � � � ; ˛5 满足

˛3 D ˛1 � ˛2 � ˛5; ˛4 D ˛1 � ˛3 C ˛5

且这组向量的秩 r .˛1; ˛2; � � � ; ˛5/ D 3 ，求方程组 x1˛1 C x2˛2 C � � � C x5˛5 D 0 的
一般解.

4. 证明: 不存在复数域上的方阵 A，使得 A2
D

0BB@
0 0 0

1 0 0

0 1 0

1CCA.

5. 设 ˛1 D .1; 1; 1; 1/; ˛2 D .3; 2; 1; 1/; ˛3 D .0; 2; 2; 2/ 为欧氏空间 R4 中的向量

(1) 令 V D L .˛1; ˛2; ˛3/ 由向量 ˛1; ˛2; ˛3 生成的子空间，求 V 的正交补 V ?;

(2) 令 ˇ D .1; 0; 2; 0/，求 ˇ 在 V 中的正交投影以及 ˇ 在 V ? 中的正交投影.

6. 证明: 奇数维欧氏空间的任一正交变换的全部实特征值之和必为奇数.

7. 设 A D

 
1 2

2023 2022

!
, 计算 A2024.

8. 设 C 为复数域，n 为大于 1 的整数，V D

( X
0�i<n

Cix
i
jCi 2 C

)
为多项式环 CŒx�

的一个子集，定义映射
A：V �! VX

0�i<n

Cix
i

7�!
X

0�i<n

iCix
i�1

(1) 证明：V 是 C 上的一个线性空间，A 是 V 上的一个线性变换;

(2) 求 A 的极多项式和特征多项式;

(3) 求 A 的所有不变子空间.
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9. 设 n 为正整数，M.n;R/ 为实数域 R 上所有 n 阶方阵构成的线性空间，给定两个
方阵 A;B 2 M.n;R/ ，定义映射

A W M.n;R/ ! M.n;R/

X 7�! A � B

(1) 证明: A 为线性变换;

(2) 设 a D Tr.A/; b D Tr.B/ 分别为矩阵 A;B 的迹，求 Tr.'/；

(3) 设 jAj; jBj 分别为 A;B 的行列式，求 A 的行列式.

10. 利用正交变换将下面的实二次型化为标准形:

7x2
1 C 7x2

2 � 5x2
3 C 32x1x2 � 16x1x3 � 16x2x3
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17 东南大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一. 计算题与解答题. 每题 9 分, 共 90 分.

1. 设 y D y.x/ 是由方程

arcsin.xy/C y2
� yexy

D 2

所确定的隐函数, 求曲线 y D y.x/ 在点 .0; 2/ 处的切线方程.

2. 求极限 lim
n!1

�
n
p
n2 C 1 � 1

�
sin

n�

2
.

3. 计算不定积分
Z arccos x

x2
dx.

4. 计算定积分
Z 1

�1

x C 2

ex C e�x
dx.

5. 求幂级数
1X

nD1

nC 1

nŠ2n
.x � 2/n 的收敛域与和函数.

6. 计算二重积分
“

D

sin y cosy
y

dx dy, 其中 D 为直线 y D x 与抛物线 x D y2 所

围成的区域.

7. 设 f .x; y/ D

8̂<̂
:

x2yp
x2 C y2

; x2
C y2

¤ 0I

0; x2
C y2

D 0:

求二阶混合偏导数 fxy .

8. 设 f .x/ D � � x; x 2 Œ0; ��.

(1) 将 f .x/ 展开为余弦级数, 并在 Œ��; �� 上写出和函数的表达式.

(2) 判断该级数在 Œ0; �� 内是否一致收敛, 并说明原因.

9. 计算曲线积分 Z
L

y2 dx C z2 dy C x2 dz

其中 L 为球面 x2
C y2

C z2
D a2.z � 0; a > 0/ 与柱面 x2

C y2
� ax D 0 的交线,

从 z 轴正向看去取逆时针方向.

10. 解答如下问题:

(1) 求极限 lim
x!0C

1 � cos xR x

0
ln.1Cxy/

y
dy

.

(2) 计算含参量反常积分
Z C1

0

sin xy
yey

dy.

二. 证明题. 每题 10 分, 共 50 分.

11. 设 f .x/ 在 Œ0; 1� 上连续, 在 .0; 1/ 内可导,

f .0/ D f .1/ D 0; f

�
1

2

�
D 1:
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证明: 存在 � 2 .0; 1/, 使得 f 0.�/ D 1.

12. 设 D D f.x; y/ j 0 < x < 1; 0 < y < C1g, 证明: 对任意的 .x; y/ 2 D, 成立不
等式

yxy.1 � x/ < e�1.

13. 设 fn.x/ D n˛xe�nx.

(1) 当 ˛ 取何值时, lim
n!1

Z 1

0

fn.x/dx D

Z 1

0

lim
n!1

fn.x/dx ?

(2) 当 ˛ 取何值时, ffn.x/g 在 Œ0; 1� 上一致收敛?

14. 设正项级数
1X

nD1

an 发散, 以 Sn 表示前 n 项的和. 证明:

(1)
1X

nD1

an

Sn

发散.

(2)
1X

nD1

an

S2
n

收敛.

15. 设 f .x; y/ 在区域 D W .0; 1/ � .0; 1/ 内分别对自变量 x 和 y 连续, 并且对固定
的 x; f .x; y/ 关于 y 是单调的. 证明: f .x; y/ 在区域 D 内为二元连续函数.

16. 解答如下问题:

(1) 叙述 Rn 上的有限覆盖定理.

(2)设对任意的 x0 2 Œa; b�,有 lim
x!x0

f .x/ D 0. 证明: f .x/ 2 RŒa; b�且
Z b

a

f .x/dx D

0.
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18 东南大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (20 分) 设 V 为数域 P 上的全体 4 维列向量构成的向量空间.

˛1 D

0BBBB@
1

1

0

0

1CCCCA ; ˛2 D

0BBBB@
1

0

0

1

1CCCCA ; ˛3 D

0BBBB@
2

1

0

1

1CCCCA ; ˇ1 D

0BBBB@
�1

0

1

0

1CCCCA ; ˇ2 D

0BBBB@
0

1

0

a

1CCCCA :
若 V 的子空间 V1 D fk1˛1 C k2˛2 C k3˛3 j k1; k2; k3 2 P g ; V2 D fl1ˇ1 C l2ˇ2 j l1; l2 2 P g.

(1) 参数 a 满足什么条件时, V1 C V2 为直和?

(2) 若 V1 C V2 不是直和, 分别求 V1 C V2 与 V1 \ V2 的一组基.

2. (20 分) 设二次型 f .x1; x2; x3/ D .BX/T .BX/, 其中 B D

0BB@
1 0 1

0 �1 1

0 0 a

1CCA ; a 为实

数, X D

0BB@
x1

x2

x3

1CCA. 已知 f .x1; x2; x3/ 经过可逆线性变换化为标准形 y2
1 C y2

2 C 0y2
3 .

求 a 的值, 并求一个正交矩阵 Q, 使得 f .x1; x2; x3/ 经过正交变换 X D QY 化为
标准形.

3. (20 分) 设 A 为 3 阶方阵, E 为 3 阶单位阵.

(1) 若 jE � Aj D j �E � Aj D j2E � Aj D 0, 求 j3E � Aj.

(2) 若 jE � Aj D 1; j �E � Aj D �1; j2E � Aj D 2, 求 j3E � Aj.

4. (20 分) 设 A 为 m � n 矩阵，b 为 m 维列向量.

(1) 若存在 n�m 矩阵 B, 使得 BA D E, 则对于线性方程组 Ax D b 有何结论? 并
说明理由.

(2) 若存在 n�m 矩阵 B, 使得 AB D E, 则对于线性方程组 Ax D b 有何结论? 并
说明理由.

5. (15 分) 设矩阵

A D

0BB@
1 � a a 0

�a 1C a b

0 0 1

1CCA
针对参数 a; b 的不同取值，分别求 A 的不变因子及初等因子.

6. (10 分) 设非零矩阵 A D
�
aij

�
n�n

; aij 不全为零, Aij 表示其代数余子式, 且满足
aij C Aij D 0.i; j D 1; 2; � � � /. 证明: A 可逆.
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7. (15 分) 设 ˛1; ˛2; � � � ; ˛n 为欧氏空间 V 的一组基, ˇ1; ˇ2; � � � ; ˇn 为 V 中的一
个正交向量组, 1; 2; � � � ; n 为 V 中的另一个正交向量组, 已知对于任意的 i D

1; 2; � � � ; n; ˛1; ˛2; � � � ; ˛i 能由 ˇ1; ˇ2; � � � ; ˇi 线性表出, 也能由 1; 2; � � � ; i 线性表
出. 证明: 存在数 k1; k2; � � � ; kn, 使得

ˇ1 D k11; ˇ2 D k22; � � � ; ˇn D knn:

8. (10 分) 设 f .x/; g.x/ 为多项式, A 为 n 阶矩阵, 证明：

r

 
f .A/

g.A/

!
D r.f .A/; g.A//

9. (10 分) 设 V 是数域 P 上的 n 维线性空间，其中 n 为正整数，I 为 V 上的恒等变
换，即 I.˛/ D ˛; ˛ 2 V , 且 A ;B 为 V 上的线性变换, 若 V1 为 I � A B 的值域，
V2 为 I � BA 的值域，证明：dimV1 D dimV2.

10. (10 分) 已知 A;B 均为 n 阶实对称矩阵, 且 A 为正定矩阵, AB 的特征值全为 1 ,
证明: 存在次数小于 n 的多项式 f .x/, 使得 B D f .A/.
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19 南开大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (20 分) 求极限 lim
x!0

�
ex

ln.1C x/
�
1

x

�
.

2. (20 分) 设 z 是由方程 2x3z � 3x2y2
� 2xyz2

� 4y3zC 4 D 0 确定的 x; y 的隐函数,
求在 x D 2; y D 1; z D 2 处的全微分 dz.

3. (20 分) 判断广义积分
Z C1

0

x ln x
x3 C 1

dx 敛散性.

4. (25 分) 计算曲线积分I
L

�
x3y C ey

�
dx C

�
xy3

C 5x3y2
C xey

�
dy:

其中 L 为逆时针方向椭圆 4x2
C 9y2

D 36.

5. (25 分) 求函数项级数
1X

nD1

n.nC 1/

�
x � 1

x

�n

的收敛域及和函数.

6. (15 分) 设 f .x/ 在 Œ0:1� 上单调递增, f .0/ D 0; f .1/ D 1, 若 n 为正整数, �k 2�
k � 1

n
;
k

n

�
; k D 1; 2; � � � ; n, 证明

ˇ̌̌̌
ˇ
Z 1

0

f .x/dx �
1

n

nX
nD1

f .�k/

ˇ̌̌̌
ˇ �

1

n
:

7. (15 分) 设 f .x/ 在 Œa:b� 上连续, f .a/ < f .b/, 证明: 存在 Œc:d � � Œa:b�, 使得 f .x/

在 Œc:d � 上最小值为 f .a/, 最大值为 f .b/.

8. (10 分) 设
1X

nD1

an 是一个收敛的正项级数, 令 f .x/ D

1X
nD1

anj sin nxj, 已知 f .x/ 在

R 上满足利普希兹条件, 即存在常数 L > 0, 使得对任意实数 x; y 2 R, 都有

jf .x/ � f .y/ � Ljx � y j

证明: 级数
1X

nD1

nan 收敛.
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20 南开大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (30 分) 若 f .x/ D x5
� x3

� x � 1; g.x/ D x4
C 2x2

C 5x C 2, 计算 f .x/ 与 g.x/

的首项系数为 1 的最大公因式 .f .x/; g.x//.

2. (20 分) 计算行列式 ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌
1C x x 0 0

x x C x2 x2 0

0 x2 x2
C x3 x3

0 0 x3 x3
C x4

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌ :

3. (20 分) 若四阶方阵 A 的伴随矩阵

A�
D

0BBBB@
�1 �1 1 0

0 �1 0 1

0 0 �1 �1

0 0 0 �1

1CCCCA
求 A3.

4. (20 分) 设 V D RŒx�4 为次数小于 4 的实系数多项式构成的实线性空间, 定义线性
变换 A W V ! V 如下

A .f .x// D
�
1 � x2

�
f 00.x/ � 2xf 0.x/: 8f .x/ 2 V:

求 V 的一组基, 使得 A 在这组基下的矩阵为对角矩阵.

5. (20 分) 求矩阵

A D

0BBBB@
1 1 0 2

0 2 �1 0

0 1 0 0

0 �1 1 1

1CCCCA :
的 Jordan 标准型.

6. (20 分) 设 QA; QB 2 Rm�.nC1/ 分别是两个线性方程组的增广矩阵, 若这两个线性方程
组都有解且解集相同, 则 QA; QB 的行向量组等价.

7. (10 分) 若 A;B 2 Rn�n 且 A 为正定矩阵, B 为半正定矩阵, 则 jAC Bj � jAj.

8. (10 分) 设 V D Cn�n 为 n 阶复方阵构成的复线性空间, A 2 V , 线性变换 A W V !

V 定义为
A .x/ D AX �XA0

8x 2 V:

若 A 有 n 个互不相等的特征值, 求证: V D A �1.0/˚DV .
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21 重庆大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 计算数列极限

lim
n!1

�
1

ln.1C n/ � ln n
� n

�
:

2. 计算第一类曲面积分
“

S

�
x2

C y2
�

dS , 其中 S 是立体
p
x2 C y2 � z � 1 的边界.

3. 求级数
1X

nD1

.�1/n

n.2n � 1/
的和.

4. 计算第二类曲线积分Z
L

�
y2

� z2
�

dx C
�
2z2

� x2
�

dy C
�
3x2

� y2
�

dz:

其中 L 是平面 x C y C z D 2 与柱面 jxj C jyj D 1 的交线, 从 z 轴正方向往下在
去, L 是�时针方向.

5. 已知三元函数 f .x; y; z/ 在 R3 上具有连续的二阶偏导数, 设 R3 中光滑简单封闭曲

面的全体为 †, 对于 S 2 †, 用 n 表示 S 的外法线单位方向向量,
@f

@n
表示 f 沿 n

的方向导数.

(1) 证明: f 在 R3 上满足

@2f

@x2
C
@2f

@y2
C
@2f

@z2
D 0 (即f 为R3 上的调和函数)

当且仅当
“

S

@f

@n
dS D 0.8S 2 †/.

(2) 设 f .x; y; z/ 为 R3 上的调和函数, S 2 †, 且 S 围成的有界闭区域记作 V , 证
明:

f .x0; y0; z0/ D
1

4�

“
S

�
f

cos.r; n/
jr j2

C
1

jr j

@f

@n

�
dS:

其中 .x0; y0; z0/ 为 V 内部的一个定点, r D .x � x0; y � y0; z � z0/ ; .r; n/ 表示两
向量的夹角, jr j 表示向量 r 的模长.

(3) 若函数 f 和 g 2 CŒ0; 1� 在单位球 � D
˚
.x; y; z/ j x2

C y2
C z2

� 1
	
上满足

@2f

@x2
C
@2f

@y2
C
@2f

@z2
D g

�
x2

C y2
C z2

�
:

证明:
•

�

�
x
@f

@x
C y

@f

@y
C z

@f

@z

�
dx dy dz D �

Z 1

0

p
t.t � 1/g.t/dt .
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6. 判断下列四个命题的正误. 正确的, 请给出证明; 错误的, 需举出反例.

(1) 若正项级数
1X

nD1

an 收敛, 则 lim
n!1

anC1

an

D 1.

(2) 若函数 f .x/ 在 R 上连续且有界, 则 f .x/ 在 R 上一致连续.

(3) 若二元函数 f .x; y/ 在 .0; 0/ 点关于 x 和 y 都不存在偏导数, 则 f .x; y/ 在点
.0; 0/ 沿 x 轴的方向导数必不存在.

(4) 若函数 f .x/ 在闭区间 Œa; b� 上有界且只存在有限个不连续点, 则函数 f .x/ 在
Œa; b� 上 Riemann 可积.

7. 设参数 ˛ > 0, 讨论广义积分
Z C1

0

esin x sin.2x/
xx

dx 的收敛性 (包括条件收敛和绝

对收敛).

8. 若级数 f .x/ 和 g.x/ 在闭区回 Œa; b� 上连续, 在 .a; b/ 上二阶可导, 并且它们在
.a; b/ 内有相等的最大值, f .a/ D g.a/; f .b/ D g.b/, 求证: 存在 � 2 .a; b/, 使得
f 00.�/ D g00.�/.

9. 若函数列 ffn.x/g
1

n�1 在团区问 Œa; b� 上逐点收敛于 f .x/.

(1) 假设每个 fn.x/ 都在 Œa; b� 上连续, 并且 ffn.x/g
1

nD1 一致收敛, 证明: f .x/ 在
Œa; b� 上连续.

(2) 假设每个 fn.x/ 都在 Œa; b� 上 Riemann 可积, 并且 ffn.x/g
1

nD1 一致收敛, 证明:
f .x/ 在 Œa; b� 上 Riemann 可积.

(3) 假设每个 ffn.x/g 都在 Œa; b� 上可微, 存在常数 M > 0, 对任意的 x 和正整数 n,
都有

ˇ̌
f 0

n.x/
ˇ̌

� M . 证明: ffn.x/g
1

nD1 在 Œa; b� 上一致收敛.
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22 重庆大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 计算题. 每题 8 分, 共 40 分.

(1) 当 a; b 满足什么条件时, 实系数多项式 f .x/ D x3
C 3ax C b 有重因式.

(2) 计算 n 阶行列式

Dn D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

1C a1 1 1 � � � 1

1 1C a2 1 � � � 1

1 1 1C a3 � � � 1
:::

:::
:::

:::

1 1 1 � � � 1C an

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
:

其中 ai ¤ 0.i D 1; 2; � � � ; n/.

(3) 设线性方程组 8̂̂<̂
:̂
kx1 C x2 C x3 D k � 3

x1 C kx2 C x3 D �2

x1 C x2 C kx3 D �2

(i) k 为何值时, 方程组无解?

(ii) k 为何值时, 方程组存在唯一解?

(ii) k 为何值时, 方程组存在无穷多解? 并求出通解.

(4) 在线性空间 P3 中, 已知 ˛1 D .1; 1; 0/; ˛2 D .0; 1; 1/; ˛3 D .0; 0; 1/, 线性变换定
义如下:

A ˛1 D .2; 1; 1/;A ˛2 D .1; 0; 1/;A ˛3 D .1; 1; 2/:

求 A 在 ˇ1 D .1; 0; 0/; ˇ2 D .�1; 1; 0/; ˇ3 D .0;�1; 1/ 下的矩阵.

2. (10 分) 解答如下问题:

(1) 设不可约多项式 p.x/ 是多项式 f .x/ 的 k.k � 2/ 重因式. 证明: p.x/ 是 f 0.x/

的 k � 1 重因式. 并用反例说明反之不成立.

(2) 求一个三次多项式 f .x/, 使得 f .x/ C 1 能被 .x � 1/2 整除, f .x/ � 1 能被
.x C 1/2 整除.

第 41页 (共 118 页)



微信公众号：八一考研数学竞赛

42

3. (15 分) 设矩阵 A D .˛1; ˛2; ˛3/ ; B D .˛1; ˛2; ˛3; ˇ C ˛3/, 其中 ˛1; ˛2; ˛3; ˇ 为 4
维列向量, 方程组 AX D ˇ 的通解为 X D �0 C k�, 其中 k 为任意常数, � D0BB@
1

1

1

1CCA ; �0 D

0BB@
1

2

3

1CCA.

(1) 求矩阵 A;B 的秩.

(2) 求方程组 BY D ˛1 � ˛2 的通解.

4. (15 分) 设 A;B 为 n 阶矩阵, C D

 
A O

O B

!
.

(1) 当 A;B 可逆时, 求 C 的逆矩阵和伴随矩阵.

(2) 当 A;B 中至少一个不可逆时, 证明 C 也不可逆.

(3) 当 A;B 中至少一个不可逆时, 求 C 的伴随矩阵.

5. (15 分) 设 A 是 n 阶实对称矩阵, 证明: A 可逆当且仅当存在实矩阵 B, 使得
AB C B 0A 正定, 其中 B 0 是 B 的转置矩阵.

6. (10 分) 设 V 为 n 维线性空间, 1 � r < n, 证明: V 有无穷多个 r 维的子空间.

7. (15 分) 设向量 ˛ D .a1; a2; � � � ; an/ ; ˇ D .b1; b2; � � � ; bn/, 令

c D ˇ˛0
D a1b1 C a2b2 C � � � C anbn; A D ˛0ˇ

其中 ˛0 是 ˛ 的转置.

(1) 证明: 当 c ¤ 0 时, A 可对角化.

(2) 当 c D 0 时, A 是否可对角化? 并说明理由.

8. (15 分) 设数域 P 上的 n 阶方阵 A 是指数为 k 的幂零矩阵, 即 Ak�1
¤ O;Ak

D O.
其若尔当标准形为

J D

0BBBBB@
J1

J2

: : :

Js

1CCCCCA , 其中Ji D

0BBBBB@
0 1

0
: : :

: : : 1

0

1CCCCCA
ni �ni

(1) 证明: s D n � r.A/.

(2) 证明: k D max fn1; n2; � � � ; nsg.

(3) 利用 (1) 和 (2) 的结论求矩阵 A D

0BB@
3 6 �15

1 2 �5

1 2 �5

1CCA 的若尔当标准形.

9. (15 分) 设二次型 f .x1; x2; x3/ 的矩阵为 A, 其在正交变换 X D QY 下的标准形为

y2
1 C y2

2 , 其中 X D

0BB@
x1

x2

x3

1CCA ; Y D

0BB@
y1

y2

y3

1CCA, 且 Q 的第三列为

0BBBB@
p
2

2
0

p
2

2

1CCCCA.
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(1) 求 A.

(2) 证明 ACE 为正定矩阵, 其中 E 为 3 阶单位矩阵.
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23 浙江大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 计算题.

(1) 求极限 lim
n!1

n

r
cos

�

2n
cos

3�

2n
� � � cos

2k � 1

2n
� .

(2) 求二重积分
“

D

j3x C 4yjdxdy，其中 D W f.x; y/jx2
C y2

� 1g.

(3) 求极限 lim
x!0

0@ 1

ln.1C x/
�

1

ln
�
x C

p
1C x2

�
1A.

(4) 求极限 lim
x!C1

1

x

Z x

0

j sin t jdt .

2. 回答下述两个问题.

(1) 叙述确界原理;

(2) 利用闭区间套定理证明确界原理.

3. 已知数列 fxng 满足 x1 D

p
2

2
; xnC1 D

s
2x2

n

x2
n C 2

.

(1) 证明: lim
n!1

xn D 0.

(2) 求 lim
n!1

n .xn � ln .1C xn//.

4. 已知函数 K.x; y/在 Œ0; 1�� Œ0; 1�连续,定义在 Œ0; 1�上的函数列 ffn.x/g满足 f1.x/

连续, 且

fn.x/ D

Z x

0

K.x; y/fn�1.y/dy

证明：函数列 fn.x/ 在 Œ0; 1� 上一致收敛于 0 .

5. 设 f .x/ 和 g.x/ 均在 Œ0; 1� 连续, 数列 fxng 2 Œ0; 1�，满足 f .xn/ D g .xnC1/. 证明:
存在 � 2 Œ0; 1�, 使得 f .�/ D g.�/.

6. 已知函数 f W Œa; b� 7! R 的图像 Gf WD f.x; f .x// W x 2 Œa; b�g 为有界闭集，证明：
f 在 Œa; b� 上连续．

7. 设 f .x/ 是 .0; 1� ! R 上的无界单调函数, 且
Z 1

0

f .x/dx 收敛, 证明:

lim
n!1

1

n

nX
kD1

f

�
k

n

�
dx D

Z 1

0

f .x/dx

8. 设 f .x/ 在 R 上可微, 若 lim
x!C1

f 0.x/ D 1，且满足

f .x C 1/ � f .x/ D f 0.x/;8x 2 R

证明: f .x/ D x C C .
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9. 设 f 在 Œ0; 1� 上连续, 定义

g.t/ D

Z 1

0

t

x2 C t2
f .x/dx; t 2 R

证明: 函数 g 在 t D 0 处连续当且仅当 f .0/ D 0.
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24 浙江大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 若
5

11
是整系数多项式 f .x/ 的根, 证明: f .

p
�1/f .�

p
�1/ 是正整数, 且是 146 的

倍数.

2. 求线性方程组 8̂̂<̂
:̂
x1 � 2x2 C 3x3 � x4 D 0

3x1 C x2 C x3 � 3x4 D 0

x1 C 5x2 � 5x3 � x4 D 0

的基础解系, 若该方程组的解和另外一个解为 k1

0BBBB@
3

�4

�3

0

1CCCCAC k2

0BBBB@
0

2

2

1

1CCCCA 的方程组有
公共解, 求出所有公共解.

3. 设 X D .x1; x2; x3; x4/ ; X
T 是 X 的转置, 问是否存在一次多项式

ui .x/ D aix1 C bix2 C cix3 C dix4.i D 1; 2; 3; 4/

满足

X

0BBBB@
2 0 2 4

0 2 4 2

2 4 2 0

4 2 0 2

1CCCCAX D

ˇ̌̌̌
ˇ u1.x/ u2.x/

u3.x/ u4.x/

ˇ̌̌̌
ˇ

并说明理由.

4. 设 R是实数域,实向量空间 R3两组向量分别为 ˛1 D .�1; 1; 0/; ˛2 D .2;�1; 2/; ˛3 D

.0; 1; b/ 和 ˇ1 D .1; 0;�1/; ˇ2 D .�1; 1; 1/; ˇ3 D .1; 1; c/.

(1) 当 b; c 取何值时, 不存在 R3 上的线性变换 T , 满足 T .˛i / D ˇi ; i D 1; 2; 3.

(2) 当 b; c 取何值时, 至少存在两个 R3 上的线性变换 T 满足 T .˛i / D ˇi ; i D

1; 2; 3.

(3) 当 b; c 取何值时, 存在 R3 上唯一的线性变换 T , 满足 T .˛i / D ˇi ; i D 1; 2; 3.
这样的线性变换是正交变换吗? 为什么?

5. 设 A 是 2024 阶方阵, 主对角线上全是偶数, 其余的都是奇数. 证明该矩阵为可逆
矩阵.

6. 求 f .x/ D x4
C 2x3

� x2
� 4x � 2; g.x/ D x4

C x3
� x2

� 2x � 2 的最大公因式 d.x/

以及多项式 u.x/; v.x/ 满足 d.x/ D u.x/f .x/C v.x/g.x/.
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7. 已知矩阵

A D

0BB@
3 a 6

�5 �7 �1

b �6 �7

1CCA

的特征值 � 对应的特征向量 ˛ D

0BB@
�2

1

2

1CCA, 求该矩阵的若当 (Jordan) 标准型.

8. 设 A 是 n 阶非幂零矩阵, S 是使得 �A 与 � 相似的复数 � 的集合, 证明：S 是一
个有限集.

9. 设 ˛; ˇ;  是有理数域上线性空间 V 中的向量, 其中 ˛ ¤ 0, 假如存在 V 上线性变
换 T , 使得

T ˛ D ˇ;T ˇ D �;T  D ˛ � ˇ:

证明: ˛; ˇ;  在 V 中线性无关.

10. 已知 A ;B;C 是有限维线性空间上的三个线性变换, 证明: A C B � A C B 和
A C B � BC A 核空间是同构的.
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25 武汉大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一. 求导数或极限.

1. lim
x!0

sin x � arctan x
tan x � arcsin x

.

2. y D
arcsin x
p
1 � x2

, 求 y.2023/.0/.

3. lim
n!1

nX
kD1

sin
k

n
� sin

k

n2
.

二. 求积分.

1. 以 x D ty 参数化曲线 x2
C y3

D xy, 求曲线所围区域的面积.

2. 求曲面积分 “
S

.xy C yz C zx/dS:

其中 S 是 z D
p
x2 C y2 被 x2

C y2
D 2ay 截掉的部分.

3. 用含参量积分求
Z 1

0

arctan x
x

p
1 � x2

dx.

三. 证明题.

1. 证明:
2n

2nC 1
�

�
1C

1
n

�n
e

�
2nC 1

2nC 2
.n � 1/:

2. 设 f .x/ 在 .0;C1/ 上三次可导, 且 lim
x!C1

f .x/ 与 lim
x!C1

f 000.x/ 均存在, 证明:

lim
x!C1

f 0.x/ D lim
x!C1

f 00.x/ D lim
x!C1

f 000.x/ D 0:

3. 设 f .x/ 是 Œ�1; 1� 上的连续函数, 证明:

lim
"!0C

Z 1

�1

"f .x/

"2 C x2
dx D �f .0/:

4. 设 x > 0; y > 0, 证明:xy � ex�1
� y ln y:

5. 证明:
Z 1

0

.x ln x/ndx D
.�1/nnŠ

.nC 1/nC1
, 并利用此结论证明:

Z 1

0

x�xdx D

1X
nD1

1

nn
:

6. 设 ffn.x/g 是区间 Œa; b� 上一致收敛于 f .x/ 的可积函数列. 证明: f .x/ 在 Œa; b�

上可积, 且 Z b

a

f .x/dx D lim
n!1

Z b

a

fn.x/dx:
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26 武汉大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 设数域 K 上的 n 维矩阵 A 的第 i 行第 j 列的元素是 ai � bj .

(1) 求 jAj；

(2) 当 n > 2; a1 ¤ a2; b1 ¤ b2 时，求 Ax D 0 的解空间的维数和一个基.

2. 设 n 阶实方阵 A 的特征值全为实数，且 A 的所有一阶主子式和二阶主子式之和都
是零，证明：An

D 0.

3. 设 n 维欧氏空间 V 上的线性变换 A 满足 A 3
C A D 0，证明：A 的迹等于 0.

4. 设 A;B 是 n 阶实矩阵，且 A2
C B2

D AB，若 AB � BA 是可逆矩阵，则 n 是 3
的倍数.

5. 设 A;B 是 n阶复矩阵，若 AB D BA，则存在 n阶可逆复矩阵 P，使得 P �1AP;P �1BP

都是上三角矩阵.

6. 设方阵 A 的特征值 1，证明：对每一个自然数 s，有 As 与 A 相似.

7. 设 f1.x/; f2.x/; � � � ; fn.x/ 为多项式 .n � 2/，且满足

xn�1
C xn�2

C � � � C x C 1jf1.x
n/C xf2.x

n/C � � � C xn�1fn.x
n/

证明：存在常数 c 使得 .x � 1/nj

nY
iD1

.fi .x/ � c/.

8. 设 f .x/; g.x/是数域 K上互素多项式，A是数域 K上 n阶矩阵，证明：f .A/g.A/ D

0 的充分必要条件是 r.f .A//C r.g.A// D n.
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27 华南师范大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 求极限 (每题 10 分，共 50 分)

(1) lim
x!0

p
1C tan x �

p
1 � tan x

sin x
.

(2) lim
x!1

� m

1 � xm
�

n

1 � xn

�
; m; n 是任意正整数.

(3) lim
n!1

h
cos

�
�
p
n2 C 1

�i2

.

(4) lim
n!1

n
n
p
nŠ

.

(5) lim
x!C1

y!C1

�
xy

x2 C y2

�x2

.

2. 计算题 (每题 10 分，共 40 分)

(1) 设 f .x/ 在 x D 0 存在二阶导数, 且 lim
x!0

�
sin x
x3

C
f .x/

x2

�
D 0, 求 f 0.0/; f 00.0/.

(2) 计算定积分
Z �

p
2

�2

dx
x

p
x2 � 1

.

(3) 求三重积分
•

�

xdxdydz, 其中 � 为平面 xC 2y C z D 1; x D 0; y D 0; z D 0

围成的区域.

(4) 已知 u 是关于 x; y 的函数，且满足 u D f .x; y; z; t/g.y; z; t/ D 0; h.z; t/ D 0,

求
@u

@x
;
@u

@y
.

3. (10分)设 f .x/是 .0;C1/的单调增加函数，且存在极限 lim
n!1

an D C1, lim
n!1

f .an/ D

A, 证明: lim
x!C1

f .x/ D A.

4. (10 分) 设 f .x/ 在 Œa; b� 上连续单调增加，证明Z b

a

xf .x/dx �
aC b

2

Z b

a

f .x/dx:

5. (10 分) 证明：函数项级数
1X

nD1

nx

1C n5x2
在 Œ0;C1/ 一致收敛.

6. (10 分) 设 f .x/ 在 Œ0;C1/ 连续，广义积分
Z C1

0

f .x/dx 收敛，证明

lim
�!0C

Z C1

0

e��xf .x/dx D

Z C1

0

f .x/dx:

第 50页 (共 118 页)



微信公众号：八一考研数学竞赛

51

7. (20 分) 设

f .x; y/ D

8<:
�
x2

C y2
�

sin
1

x2 C y2
; .x; y/ ¤ .0; 0/;

0; .x; y/ D .0; 0/

证明：(1) f .x; y/ 在 .0; 0/ 连续;

(2) f .x; y/ 在 .0; 0/ 存在偏导数;

(3) f .x; y/ 在 .0; 0/ 的偏导数不连续;

(4) f .x; y/ 在 .0; 0/ 可微.
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28 华南师范大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (20 分) 设
f .x/ D 2x3

� 3x C 4; g.x/ D x2
� 2x C 3

(1) 求 .f .x/; g.x//;

(2) 求 u.x/; v.x/ 使得 u.x/f .x/C v.x/g.x/ D .f .x/; g.x//.

2. (15 分) 计算行列式 ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

a1 a2 a3 � � � an x

a1 a2 a3 � � � x an

a1 a2 a3 � � � an�1 an

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

a1 x a3 � � � an�1 an

x a2 a3 � � � an�1 an

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

3. (20 分) 设有五个未知量的矩阵方程 AX D b ，其系数矩阵秩为 3 ，且

�1 D .1; 1; 1; 1; 1/; �2 D .1; 2; 3; 4; 5/; �3 D .1; 0;�3;�2;�3/

为方程组的解，

(1) 说明 b 不是零向量.

(2) 检验 �1 C �2 C �3,
�1 C �2 C �3

3
是否为 AX D b 的解.

(3) 求方程组的通解.

4. (15 分) 设
˛1 D .2; 1;�3/; ˛2 D .3; 2;�5/; ˛3 D .1;�1; 1/

ˇ1 D .2; 0;�1/; ˇ2 D .0; 0; 1/; ˇ3 D .�1; 0; 0/

且 A 是 R3 上的线性变换，满足 A .˛i / D ˇi ; i D 1; 2; 3:

(1) 求 A 在基 f˛1; ˛2; ˛3g 下的矩阵;

(2) 记 � D .2;�1; 1/, 求 �;A .�/ 在基 f˛1; ˛2; ˛3g 下的坐标.

5. (20 分) 设 A D

0BB@
1 1 1

1 2 4

1 3 9

1CCA，求正交矩阵 Q 和对角线元素均为正数的上三角矩

阵 R 使得 A D QR.

6. (10 分) 设 ˛1; ˛2; ˛3 为三维向量空间 R3 的一组规范正交基，记

A D 3˛1˛
T

C ˛2˛
T

� 6˛3˛
T
3

求 A 的特征值和特征向量。
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7. 问答题 (50 分，前两题各 15 分，第三题 20 分)

(1)设 f .x/为整系数多项式，̨ 为整数，证明：.˛�1/ j f .1/当且仅当 .˛�1/ j f .˛/.

(2) 设 A 2 Fn�n 上的矩阵, 其中 F 是数域，且 A2
D A, 证明

(i) x 2 Fn 属于 A 的列向量构成子空间当且仅当 Ax D x.

(ii) 记 W1 D fx 2 Fn
j Ax D 0g ;W2 D fx 2 Fn

j Ax D xg, 则 Fn
D W1 ˚W2;

(3) 设 Rn�m 为实数域上的 n � m 矩阵空间，A;B 分别是 n � n;m � m 实矩阵
(A 2 Rn�n; B 2 Rm�m)，且 � 为 Rn�m 上的变换，满足 �.x/ D AxCxB;8x 2 Rn�m，
证明:

(i) � 是 Rn�m 的线性变换;

(ii) B;BT 有相同的特征值;

(iii) 若 �;� 分别为 A;B 的特征值，则 �C � 是 � 的特征值.
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29 南昌大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 计算极限 lim
n!1

n
p
2024

�
1 � cos 1

n2

�
n3

p
1C n2 � n

.

2. 计算定积分
Z �

0

cos2 xexdx.

3. 计算曲线积分 I
C

y
p
1C x2

dx C

�
4x C ln

�
x C

p
1C x2

��
dy

其中曲线 C 为 A.1; 0/ 到 B.�1; 0/ 的上半圆周，方向为逆时针.

4. 设 f .x/ 在 Œa; b� 上连续，在 .a; b/ 上二阶可导，证明：存在 � 2 .a; b/ 使得

f .a/C f .b/ � 2f

�
aC b

2

�
D
.b � a/2

4
f 00 .�/

5. 已知 f .x; y/ D

8̂<̂
:

x3 � y3

x3 C y2
; x2

C y2
¤ 0;

0; x2
C y2

D 0

, 求 f .x; y/ 的偏导数, 并讨论在 .0; 0/

处的可微性.

6. 求幂级数
1X

nD0

x4nC1

4nC 1
的和.

7. 讨论级数
1X

nD0

.�1/n

n˛C 1
n

.˛ > 0/ 的敛散性.

8. 设数列 fxng 满足 xn D sin xn�1; n D 1; 2 � � �，且 0 < x0 <
�

2
，证明:(1) 数列 fxng

收敛且极限为 0；(2) 试求极限 lim
n!1

r
n

3
xn D 1.

9. 计算
Z C1

0

e�x2

� e�2x2

x
dx.

10. 设 f .x/ 在 Œa;C1/ 连续，在 Œa;C1/ 上可导，且 lim
x!C1

f .x/ 存在， lim
x!C1

f 0.x/

存在，证明： lim
x!C1

f 0.x/ D 0.

11. 设 f .x/在 Œa;C1/上一致连续，g.x/在 Œa;C1/连续，且 lim
x!C1

Œf .x/�g.x/� D 0，
证明：g.x/ 在 Œa;C1/ 上一致连续.
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30 南昌大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 已知 f .x/ D 1C x C x2
C � � � C xn�1，证明：f .x/j Œf .x/C xn�

2
� xn.

2. 计算 n 阶行列式

Dn D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌
x2

1 � 2 x1x2 � � � x1xn

x2x1 x2
2 � 2 � � � x2xn

:::
::: � � �

:::

xnx1 x1x2 � � � x2
n � 2

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

3. 设 ˛i D .ai1; ai2; � � � ; ain/.i D 1; 2; � � � ; s/，且方程组满足8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:
a11x1 C a12x2 C � � � C a1nxn D 0

a21x1 C a22x2 C � � � C a2nxn D 0
:::

as1x1 C as2x2 C � � � C asnxn D 0

的解满足 b1x1 C b2x2 C � � � C bnxn D 0 的解，记 ˇ D .b1; b2; � � � ; bn/，证明：ˇ 可
由 ˛1; ˛2; � � � ; ˛s 线性表出.

4. 已知 A D
�
aij

�
n�n
是 n 级正定矩阵，证明:

(1) ai i > 0.i D 1; 2; � � � ; n/

(2) 2
ˇ̌
aij

ˇ̌
< ai i C ajj ; .i ¤ j /:

(3) A 的所有元素中绝对值最大的元素一定在主对角线上.

5. 若 A 是 n 阶方阵，证明：(1) An
D 0 当且仅当 A 的特征值全为 0；(2) 若 An

D 0，
则 jACEj D 1.

6. 设 A D .aij /n�n; n � 2 的矩阵，A� 为 A 的伴随矩阵，证明：.A�/� D jAj
n�2A.

7. 设二次型 f .x1x2; x3/ D 2x2
1 C x2

2 C x2
3 C 2x1x2 C tx2x3，问：

(1) 当 t 为何值时，二次型 f .x1; x2; x3/ 正定；

(2) 当 t D 1 时，二次型 f .x1; x2; x3/ 对应矩阵 A 的最小多项式 mA.�/.

8. 已知 A D

0B@32 �
1

2
1

2

1

2

1CA，求 A100.

9. 设矩阵 A 的特征多项式 f .�/ D .� C 1/3.� � 2/2.� C 3/，最小多项式 m.�/ D

.�C 1/2.� � 2/.�C 3/，求：(1) A 的所有不变因子；(2) A 的若尔当标准型.

10. 设 A 为 n 阶非零实矩阵，n � 3，且 AT
D A�，证明：(1) jAj > 0；(2) A 为正交

矩阵.
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31 山东大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一、(60 分) 计算题

1. 讨论函数项级数
1X

nD1

x C .�1/n � n

x2 C n2
的条件收敛域、绝对收敛域、一致收敛域.

2. 计算第一类曲面积分 “
†

.x C y C z/dS

其中曲面 † 是左半球面 x2
C y2

C z2
D 1; y � 0.

3. 比较下列无穷大量

(1) x 与 .ln x/100.x ! C1/

(2) .ln x/100 与 e.ln x/
1

100
.x ! C1/

4. 计算含参积分 I.a/ D

Z C1

0

arctan ax
x .1C x2/

dx.a > 0/.

二、(60 分) 证明题

1. 设函数列 fn.x/ D

nX
kD1

1

kx
在 .1; 4/ 内闭一致收敛, 证明: fn.x/ 在 .1;C1/ 上

一致收敛.

2. (1) 证明：不等式成立
x

1C x
< ln.1C x/ < x

(2) 证明：数列 fang 极限存在, 其中 an D 1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

n
� ln n

3. 若 f .x/ 在 Œ0; 1� 上连续, 证明:
Z �

0

xf .sin x/dx D
�

2

Z �

0

f .sin x/dx, 并求

Z �

0

x sin2n x

sin2n x C cos2n x
dx

三、(30 分) 证明及分析题

1. 设函数 z D z.x; y/ 满足方程 F

�
x C

z

y
; y C

z

x

�
D 0, 求 z � x

@z

@x
� y

@z

@y
.

2. 设二元连续可微函数 F 在直角坐标下可写为 F.x; y/ D g.y/f .x/，在极坐标
系中可写为 F.r cos �; r sin �/ D h.r/ ，若 F.x; y/ 无零点, 求 F.x; y/.
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32 山东大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一. 线性代数.

1. (15 分) 考虑齐次线性方程组8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
ax1 C bx2 C bx3 C � � � C bxn D 0I

bx1 C ax2 C bx3 C � � � C bxn D 0I

� � � � � �

bx1 C bx2 C bx3 C � � � C axn D 0:

其中 a ¤ 0; b ¤ 0; n � 2. 试讨论 a; b 取何值时, 方程组仅有零解? 有无穷多解? 并
在有无穷多解时, 用基础解系给出其通解.

2. (15 分) 设 A;B;C 分别为 m � n; n � t; s �m 阶矩阵.

(1) 若矩阵 A 的秩 r.A/ D r , 证明: 存在可逆阵 P;Q, 使得 PA 的后 m � r 行全为
零, AQ 的后 n � r 列全为零.

(2) 利用 (1) 证明: 若 r.A/ D n, 则 r.AB/ D r.B/; 若 r.A/ D m, 则 r.CA/ D r.C /.

3. (10 分) 设 A 为 n 阶正定矩阵, ˛ 为 n 维实的列向量, 证明: A�1 与 AC ˛˛T 均
为正定矩阵, 其中 A�1 为 A 的逆矩阵, ˛T 为 ˛ 的转置.

4. (15 分) 设 A D

0BB@
0 b �c

�b 0 a

c �a 0

1CCA 为实矩阵, 令 B D A2
C qA C E, 其中

q D a2
C b2

C c2; E 为三阶单位阵. 试问: 当且仅当 q 为何值时, 矩阵 B 是正交矩
阵?

5. (15 分) 设 A;B 为 3 阶复方阵, 且都只有一个特征值 �0. 证明: A 与 B 相似的
充要条件是

dim .V�0
.A// D dim .V�0

.B// :

6. (20 分) 设 V 是 n 维欧氏空间, W1;W2 是 V 的子空间, 且 dimW1 D s <

dimW2 D t , 证明:

(1) 存在 ˇ 2 W2; ˇ ¤ 0, 而 .ˇ;W1/ D 0, 且 dim
�
W ?

1 \W2

�
� t � s.

(2) dim
�
W1 CW ?

2

�
� n � t C s.

二. 常微分方程.

1. (10 分) 求方程
�
y C x3y C 2x2

�
dx C

�
x C 4xy4

C 8y3
�

dy D 0 的通解.

2. (10 分) 求方程
�
y 0
�3

C y3
� 3yy 0

D 0 的通解.

3. (10 分) 试证：若 y D '.x/ 是方程
dy
dx

D p.x/ sin y 的满足初试条件 '.0/ D 0

的解, 则 '.x/ � 0, 其中 p.x/ 在 .�1;C1/ 上连续.
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4. (20 分) 设 t > 0; x; y 是关于 t 的函数, 解方程组(
tx0

� x � y D 0

ty 0
C x � y D 0:

5. (10 分) 是否存在 R 上连续函数 p; q, 使得微分方程 y 00
C p.x/y 0

C q.x/y D

0; x 2 R 有两个解 �.x/ D sin x; .x/ D xex; x 2 R‹
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33 上海大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (10 分) 叙述函数极限 lim
x!x�

0

f .x/ D A 2 R 的 "� ı 定义. 利用函数极限的定义来证

明 lim
x!2�

x2 � 4

x
D 0.

2. (10 分) 若数列 fang 满足 lim
n!1

ˇ̌̌̌
an

anC1

ˇ̌̌̌
D � > 1. 证明: lim

n!1
an D 0.

3. (10 分) 求极限 lim
n!1

�
cos

1
p
n

�n

与 lim
x!0

p
1C tan x �

p
1C sin x

x ln.1C x/ � x2
.

4. (10 分) 讨论函数 y D sin.sin x/ 与 y D x cos x 在 Œ0;C1/ 上的一致连续性并给出
证明.

5. (10 分) 设函数 f .x/ 在 Œ0; 1� 上连续, 且 4

Z 1

0

f .t/dt D 1, 证明: 存在 � 2 Œ0; 1�, 使

得 f .�/ D �3.

6. (10 分) 求幂级数
1X

nD0

.�1/n
xn

nC 1
的收敛半径, 收敛域与和函数, 并求如下级数和

1X
nD0

.�1/n
1

.nC 1/2n

7. (10 分) 求空间曲线
(
x2

C y2
D 2zI

x2
C y2

C xy D 1:
上的点到 xOy 平面的最大与最小距离.

8. (10 分) 设 A;B 为有界数集且 A \ B ¤ ;, 证明: sup.A \ B/ � minfsupA; supBg,
并给出等号不成立的例子.

9. (10 分) 设 f .x/ � 0 在 Œ0;C1/ 上可微, f .0/ D 0;
ˇ̌
f 0.x/

ˇ̌
� f .x/. 证明: 在

Œ0;C1/ 上 f .x/ � 0.

10. (10 分) 讨论函数 z D f .x; y/ D

8̂<̂
:

xy3

x2 C y4
; x2

C y2
¤ 0I

0; x2
C y2

D 0:

在原点 .0; 0/ 的连续

性, 可偏导性及可微性, 并给出证明.

11. (10 分) 讨论反常积分
Z C1

2

1

x ln2 x
dx 与

Z C1

1

1

x2
p

ln x
dx 的敛散性并给出证明.

12. (10 分) 将函数 f .x/ D 1 � x2.0 � x � �/ 展开成余弦级数, 并求级数
1X

nD1

.�1/n�1

n2

的和.
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13. (10 分) 求第二类曲面积分“
S

x2dydz C y2dzdx C z2dxdy

其中 S 是球面 .x � a/2 C .y � b/2 C .z � c/2 D R2, 并取外侧.

14. (10 分) 计算曲线积分

I D

Z
L

.ex sin y � 2x � 2y/ dx C .ex cosy � x/dy:

其中 L 为从 A.0; 0/ 沿曲线 y D
p
2x � x2 到 B.2; 0/ 的一段有向弧.

15. (10 分) 设 f .x/ 在 .�1;�1� 上连续且
Z �1

�1

f .x/dx 收敛, 证明:

9 fxng � .�1;�1�; s.t. lim
n!1

xn D �1; lim
n!1

f .xn/ D 0

若函数 g.x/ W .0;C1/ ! .0;C1/ 可导, 证明: 存在趋于正无穷大的正数列 fxng,
使得 g0 .xn/ < g .2xn/ ; n D 1; 2; � � � .
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34 上海大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一、填空题.

1. 设 ˛ 为 n 维单位实列向量, I 为单位矩阵, 则
ˇ̌
2I � ˛˛T

ˇ̌
D .

2. 设非零矩阵 A 的秩 r.A/ D p, 且 A2
D A, 则 r.A � I /C r.AC I / D .

3. 设向量组 ˛1; ˛2; ˛3 线性无关, 且

ˇ1 D ˛1 C 2˛2 C 3˛3; ˇ2 D 2˛1 C 2˛2 C 3˛3; ˇ3 D 3˛1 C 2˛2 C 3˛3:

则 ˇ1; ˇ2; ˇ3 的极大线性无关组为 .

4. 设 A D

0BB@
1 3 a

2 2 b

0 0 5

1CCA,其中 a; b为常数. 设线性空间 V D
˚
B 2 C3�3

j AB D BA
	
,

则 V 的维数为 .

5. 设 A;B 为 n 阶实可逆矩阵, 且 A 为对称矩阵, 则实对称矩阵
 

A B

BT O

!
的

正负惯性指数差为 .

二、是非题. 若错误, 请举出反例; 若正确, 请给出相应理由.

1. 多项式 x4
C x3

C x2
C x C 1 在有理数域上不可约.

2. 设 A 是 n 阶矩阵, 齐次线性方程组 AX D 0 有唯一解的充分必要条件是
jAj D 0.

3. 设 A;B;C;D 为 n 阶矩阵, 则

ˇ̌̌̌
ˇ A B

C D

ˇ̌̌̌
ˇ D jAD � CBj.

4. 欧氏空间上对称变换在任意一组基下的矩阵为实对称矩阵.

5. 设四阶矩阵

A D

0BBBB@
1 1 0 0

�1 �1 0 0

�2 �2 2 1

1 1 �1 0

1CCCCA
则 A 的初等因子为 �; �; .� � 1/2.

三、解答题.

1. 设 A D

0BBBB@
3 0 0 0

2 3 0 0

2 2 3 0

2 2 2 3

1CCCCA, 且 AB D B C I , 求矩阵 Bn, 其中 n 为整数.
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2. 设 n.n > 1/ 阶矩阵

A D

0BBBBBBB@

0 1 1 � � � 1

1 0 1 � � � 1

1 1 0 � � � 1
:::

:::
:::

:::

1 1 1 � � � 0

1CCCCCCCA
:

求 A�1.

3. 求解线性方程组 8̂̂<̂
:̂
x1 C 2x2 C 3x3 C 4x4 D 1

x1 C 3x2 � x3 � x4 D 0

3x1 C 8x2 C
�
a2

� 5aC 7
�
x3 C ax4 D 1:

其中 a 为常数.

4. 设 a 为整数, 且二次型

f .x1; x2; x3/ D 2x2
1 C 2x2

2 C ax2
3 C 2x1x2 C 2x1x3 C 2x3x3

有三个不同整数特征值, 用正交变换将此二次型化为标准形 (需要写出正交变
换及标准形).

5. 设 A 为数域 F 上的 n 阶矩阵, p.x/ 为 F 上首 1 不可约多项式. 若存在正整数

r 使得 A 在 F 上最小多项式为 pr.x/, 求矩阵 P D

 
A I

O A

!
的最小多项式.

6. 设 V 是有限维复空间, A ;B 是 V 上的两个线性变换, 满足 A B � BA D

A 2
� A . 对于任意复数 �, 定义 V 的子空间 V� 如下:

V� D f˛ 2 V j 9m 2 N�; s.t..A � �I/m˛ D 0g :

其中 I 为恒等变换.

(1) 求证：V� 是 B 的不变子空间；

(2) 若 V� ¤ f0g, 求证 � D 0 或者 1 .

第 62页 (共 118 页)



微信公众号：八一考研数学竞赛

63

35 西安交通大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一、填空题 (每题 6 分, 共 60 分).

1. 求极限 lim
x!0

ex sin x � x.1C x/

x3
D .

2. 求 lim
n!1

.ln n � Œln n�/ D .

3. 若 f .x/ D x C ln x; g.x/ 是 f .x/ 的反函数, 求 g00.x/ D .

4. 求级数
1X

nD1

sin nx
nŠ

D .

5. 若 f .x/ D jxj
˛, 求

@2f

@x2
1

C
@2f

@x2
2

C � � � C
@2f

@x2
n

D .

6. 若 f .x/ D

8̂<̂
:

x3

x2 C y2
; x2

C y2
¤ 0

0; x2
C y2

D 0

, 求在 .0; 0/ 处 .cos˛; sin ˛/0 的方向导

数 D .

7. 求不定积分
Z

sin.ln x/dx D .

8. 求 x2
C y2

D 2az 和 x2
C xy C y2

D a2 交线的最大值为 .

9. 若 D 是由 .0; 0; 1/; .0; 1; 1/; .1; 1; 1/; .0; 0; 2/; .0; 2; 2/; .2; 2; 2/ 组成的 R3 的一

个棱台, 则
“

D

1

y2 C z2
dydz D .

10. 计算曲面积分
“

S

xdydzCydxdzCzdxdy D ,其中 S W
x2

a2
C
y2

b2
C
z2

c2
�

1, 方向外侧.

二、解答题 (每题 15 分, 共 90 分).

1. 设数列 fxng 满足 xmn � xm C xn; xn > 0, 证明: lim
n!1

n
p
xn 存在.

2. 证明: lim
h!0C;

k!0C

f .x0 C h/ � f .x0 � k/

k C h
存在的充要条件为 f 在 x0 处可导.

3. 设级数
1X

nD1

an 绝对收敛,
1X

nD1

bn 收敛, 且
1X

nD1

an D A;

1X
nD1

bn D B, 则
1X

nD1

cn D

AB, 其中 cn D a1bn C a2bn�1 C � � � C anb1 D

nX
kD1

akbn�kC1.

4. 若 f W Rn
! Rm 是一个 C 1 类映射, 且满足 xf 0.x/ D 0, 证明: f 为常值映射.

5. 若 f 在 Œa; b� 上连续, 则 f 在 Œa; b� 上有界.

6. 证明:

1

T

Z T

0

sin at cos bt
t

dt D

8̂̂<̂
:̂
1C o

�
1

T .a � b/

�
a > b

o

�
1

T .a � b/

�
a < b:
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36 南京师范大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (20 分，每小题 5 分)

(1) 计算 lim
n!1

tann

�
�

4
C
1

n

�
.

(2) 已知 lim
x!�1

�
f .x/ � f 0 .x/

�
D 2023，求 lim

x!�1
f .x/.

(3) 计算
Z a

0

x2

r
a � x

aC x
dx.

(4)将
Z 1p

2

1
2

dx
Z x

1
2

f .x; y/dyC

Z 1

1p
2

dx
Z x

x2

f .x; y/dy 转换成先对 x 积分再对 y 积

分.

2. (15 分) 已知级数
1X

nD1

an 收敛于 a，则

(1) 求 lim
n!C1

na1 C .n � 1/ a2 C � � � C an

n
;

(2) 证明： lim
n!C1

a1 C 2a2 C � � � C nan

n
D 0.

3. (15 分) 已知 f .x/ 在 x D 0 处连续，且对 8x; y 2 R 满足函数方程 f .x C y/ D

f .x/C f .y/，证明：f .x/ 在 R 上连续，且 f .x/ D f .1/x.

4. 若 f .x/ 二阶可微，且 f

�
aC b

2

�
D 0; x 2 Œa; b�，证明

jf 00.�/j �
4

.b � a/2
jf .b/ � f .a/j

5. (20 分) (1) 证明柯西不等式, 若 f .x/; g.x/ 在 Œa; b� 上可积, 则有 Z b

a

f .x/g.x/dx
!2

�

Z b

a

f 2.x/dx
Z b

a

g2.x/dx:

(2) 若 f .x/ 在 Œ0; 1� 上有连续导数, 且 f .0/ D 0. 证明:Z 1

0

f 2.x/dx �
1

2

Z 1

0

ˇ̌
f 0.x/

ˇ̌2 dx

6. (15分)已知 f .x/单调递减，且 f .x/ > 0，证明：
Z C1

a

f .x/dx与
Z C1

a

f .x/ sin2 xdx

同敛散.

7. (25 分) (1) 若 f .x; y/ 在 .0; 0/ 附近有定义且

lim
.x;y/!.0;0/

f .x; y/ � xy2

1 � cos
p
x2 C y2

D 1
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判断 f .0; 0/ 是否是 f .x; y/ 的极值，并请说明是极大值还是极小值，若不是极值
请说明理由.

(2) 设 u D u.x; y; z/，令

x D r sin ' cos �; y D r sin ' sin �; z D r cos'

且 xu0
x C yu0

y C zu0
z D 0，证明：u 仅为 ' 和 � 的函数.

8. (15 分) 讨论级数
1X

nD1

.�˛/nnŠ

nn
; ˛ > 0 的敛散性；若收敛说明是条件收敛还是绝对

收敛.

9. (15 分) 计算第一型曲面积分“
S

.x2 cos˛ C y2 cosˇ C z2 cos /dS

其中 S 为 x2
C y2

D z2.0 � z � h/ 外法向与 z 轴正方向夹角为锐角.

10. (10 分) 证明：
Z C1

0

cos x2

xy
dx 在 .�1; 1/ 上内闭一致收敛.
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37 南京师范大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 设 f .x/ 是一个整系数多项式,
p

q
是 f .x/ 的有理根且 .p; q/ D 1, 证明: 存在任意整

数 m, 使得 pm � q j f .m/.

2. 叙述并证明艾森斯坦判别法.

3. 计算行列式 Dn D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌
aC x1 aC x2

1 � � � aC xn
1

aC x2 aC x2
2 � � � aC xn

2

:::
:::

aC xn aC x2
n � � � aC xn

n

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌.

4. 设非齐次线性方程组

8̂̂<̂
:̂

x1 C x2 C x3 C x4 D �1

4x1 C 3x2 C 5x3 � x4 D �1

ax1 C x2 C 3x3 C bx4 D 1

有三个线性天关的解.

(1) 证明: 该方程组的系数矩阵 A 的秩 r.A/ D 2

(2) 求 a; b 的值并求方程组的通解.

5. 若 A 为 n 阶方阵，ACE 可逆, 且有 f .A/ D .E � A/.E C A/�1, 证明:

(1) .E C f .A//.E C A/ D 2E;

(2)f .f .A// D A.

6. 设 A 为实对称矩阵,E 为单位矩阵, 求证: 存在一个极小数 " , 使得 E C "A 为正定
阵.

7. 若 W;W1;W2 是线性空间 V 的子空间,W1 � W , V D W1 ˚W2, 证明:

dimW D dimW1 C dim .W2 \W /

8. 设 V 是全体次数不超过 n 的实系数多项式, 再添上零多项式组成的实数域上的线
性空间，定义 V 上的线性变换 A ，任给 f .x/ 2 V , 有 A .f .x// D xf 0.x/�f .x/.

(1) 求 A 的核 A �1.0/ 和值域 A V ;

(2) 证明: V D A �1.0/˚ A V .
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38 湖南师范大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一、填空题 (每题 6 分, 共 60 分)

1. 求极限 lim
n!1

1

n

�
sin

�
nC 1

n
�

�
C sin

�
nC 2

n
�

�
C � � � C sin�

�
D .

2. 求极限 lim
x!0

Z x

0

t sin tdt

sin x � tan x
D .

3. 设 f .x/ D
1

x2 � 3x C 2
, 则 f .n/.0/ D .

4. 不定积分
Z

jxjdx D .

5. 求
Z C1

0

1

.1C x/2 .1C x2024/
dx D .

6. 求幂级数
1X

nD0

.nC 1/2xn 的和函数为 .

7. 若 xyzexCyCz
D 1, 则

@2z

@x@y
D .

8. 若广义积分
Z C1

0

sin
�
x2
�

xp
dx 绝对收敛, 则 p 的取值范围为 .

9. 设 Œx� 表示不超过 x 的最大整数, 则二重积分
“

D

Œx C y�dxdy D , 其中区

域 D D f.x; y/ j 0 � x � 3; 0 � y � 3g.

10. 求曲面积分
“
S

.xCyC z/dS D , 其中 S 是球面 x2
Cy2

C z2
D a2; z � 0.

二、计算题 (每题 15 分, 共 60 分)

1. 函数 f .x/ 在 x D 1 附近有定义, 且在 x D 1 处可导, 已知 f .1/ D 0; f 0.1/ D 2, 求

极限 lim
x!0

f
�
sin2 x C cos x

�
ex2

� 1
.

2. 设 D D
˚
.x; y/ W x2

C y2
� 1

	
, 计算二重积分

“
D

dxdyp
.1 � x/2 C y2

.

3. 求曲线积分
I D

Z
L

.ex
C 1/ cosydx � Œ.ex

C x/ sin y � x� dy

其中 L 为点 A.2; 0/ 沿着曲线 y D
p
4 � x2 到点 B.�2; 0/ 的有向曲线段.
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4. 将函数 f .x/ D arctan
1 � x

1C x
展开成 x 的幂级数, 并求级数

1X
xD0

.�1/n

2nC 1
的和.

三、证明题 (每题 10 分, 共 30 分)

1. 若函数 f .x/ 在 Œ0; 1� 上连续,
Z 1

0

f .x/dx D 0. 求证

�Z 1

0

xf .x/dx
�2

�
1

12

Z 1

0

f 2.x/dx

2. 证明: 函数 f .x/ D
p
x ln x 在 .0;C1/ 上一致连续.

3. 设函数 f .x/ 在 Œa; b� 上连续, 且 f .x/ > 0, 记 F.x/ D

Z b

a

f .t/jx � t jdt . 证明:

F.x/ 在 Œa; b� 上有唯一的极小值点.
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39 苏州大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一. 计算题. 每题 10 分, 共 20 分.

1. 求极限 lim
x!0

sin x � arctan x
x3

.

2. 设 f .x/ D x3 cos x, 求 f .2023/.0/.

二. (15 分) 设 a1 D 1, 且当 n � 2 时, an D
1

2

�
an�1 C

5

an�1

�
. 证明: fang 收敛, 并求

极限.

三. (15分)设 f .x/ D

8<:
sin x
x

; x ¤ 0I

1; x D 0:
证明: 函数 f .x/在 .�1;C1/上一致连续.

四. (15分)计算三重积分
•

�

.xCyCz/2 dx dy dz,其中� D
˚
.x; y; z/ 2 R3

jjxj C jyj C jz j� 1
	
.

五. (15分)设 u D f .x; y; z/的所有二阶偏导数都连续, v D f .x.s; t; r/; y.s; t; r/; z.s; t; r//,
其中 8̂̂̂̂

<̂
ˆ̂̂:
x.s; t; r/ D

1

9
.ax C 4t C 8r/

y.s; t; r/ D
1

9
.4s C bt � 4r/

z.s; t; r/ D
1

9
.8s � 4t C cr/:

试讨论是否存在常数 a; b; c, 使得当 x D x.s; t; r/; y D y.s; t; r/; z D z.s; t; r/ 时,
总成立 �

uxx C uyy C uzz

�ˇ̌
.x;y;z/

D .vss C vt t C vrr/js;t;r :

若存在, 求 a; b; c 的值.

六. (10 分) 设 u.x; y; z/ D
x2

2
C
y2

3
C
z2

4
, 求在原点处函数 u 增长最快的方向.

七. (10 分) 证明不等式:
Z �

2

0

sin x
1C x2

dx <
Z �

2

0

cos x
1C x2

dx.

八. (10 分) 设函数 f 在 Œ0; 1� 上二阶可导, f .0/ D 0; f .1/ D 1, 并存在 c 2 .0; 1/, 使
得 f .c/ > c2. 证明: 至少存在 � 2 .0; 1/, 使得 f 00.�/ < 2.

九. (10 分) 设 f 是 Œ0;C1/ 上无界的连续函数. 问:
Z C1

0

f .x/dx 是否发散? 给出证

明或反例.

十. (10 分) 设 ffn.x/g 是 Œa; b� 上黎曼可积的函数列, 且 ffn.x/g 在 Œa; b� 上一致收敛
于 f . 证明:
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(1) f 在 Œa; b� 上可积.

(2) fFn.x/g 在 Œa; b� 上一致收敛于 F.x/, 其中 Fn.x/ D

Z x

a

fn.t/dt; F .x/ DZ x

0

f .t/dt .

十一. (10 分) 设 u 是平面开区域 D 上的二元函数, 且所有的偏导数连续. 证明: u 是 D

上的调和函数,即在 D 上
@2u

@x2
C
@2u

@y2
� 0 ”对 D 内任意圆周 L,有

I
L

@u

@n
D 0,

其中
@u

@n
表示 u 在 L 上的外法向导数.

十二. ( 10 分) 证明: 存在 � 2 .0; �/, 使得
1X

nD1

cosn�
n ln2.nC 2/

D 0.
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40 苏州大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 求三阶矩阵 A D

0BB@
1 1 �1

�3 �3 3

�2 �2 2

1CCA 的 Jordan 标准型, 并计算 C.A/ D fB W AB D

BAg 的维数.

2. 证明：rankA D max
1�i�n

frankAig 的充要条件是 Ax D ˇ 有解, 其中 ˇ ¤ 0;Ai 是 A

的第 i 列替换为 ˇ 后的矩阵.

3. 已知 B 是二阶可逆矩阵, 若矩阵 A 满足 AB D �BA, 则 A2 是纯量矩阵.

4. 设 A ;B 为 n 维欧氏空间 Rn 上的线性变换，且 A 有特征值 �, 满足

.A .˛/;B.ˇ// D .A .˛/; ˇ/C .˛;B.ˇ//;8˛; ˇ 2 Rn

证明: � ¤ 1 且 B 有特征值
�

� � 1
.

5. 设 Q 为 n 阶对称正定阵, x 为 n 维实列向量. 证明:

0 � xT �QC xxT��1
x < 1:

6. (1) 求

0BBBBBBBB@

cos˛ 1

1 2 cos˛ 1

1 2 cos˛ : : :

: : :
: : : 1

1 2 cos˛

1CCCCCCCCA
的行列式.

(2) 证明: n � 3 时,
1

�
arccos

1
p
n
是无理数.

7. 设 V 为数域 F 上的 n 维线性空间，A 为 V 中的线性变换.

(1) 证明: 存在 V 中的线性变换 B 使得, ker B D Im A ; Im B D ker A .

(2) 在 (1) 的条件下, 证明: A 2
D A , B2

D B.
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41 华南理工大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (13 分) 已知 a; b > 0, 且 c D lim
x!0

�
4

ln.1C x/
�
4

x

�
, 定义函数

f .x/ D

8̂̂<̂
:̂

sin.ax/
x

; x < 0I

c; x D 0I

.1C bx/
1
x ; x > 0:

若 f .x/ 在 .�1;C1/ 内处处连续, 求常数 a; b 和 c.

2. (13 分) 设 f .x/ 在 Œa; b� 上连续, 在 .a; b/ 内可导. 证明: 存在 � 2 .a; b/, 使得

f .�/C f 0.�/ D
ebf .b/ � eaf .a/

eb � ea
:

3. (13 分) 证明函数

f .x; y/ D

8̂<̂
:
xy cos

1p
x2 C y2

; .x; y/ ¤ .0; 0/I

0; .x; y/ D .0; 0/:

在点 .0; 0/连续且偏导数存在,但是偏导数在点 .0; 0/不连续,而 f .x; y/在点 .0; 0/

可微.

4. (13 分) 将方程
@2z

@x2
C
@2z

@y2
D 0 变换为极坐标形式.

5. (14 分) 计算曲线积分
Z

L

ydx C zdy C xdz, 其中 L 是曲线

x2

a2
C
y2

b2
C
z2

c2
D 1;

x

a
C
z

c
D 1; x � 0; y � 0; z � 0; a > 0; b > 0; c > 0常数

从点 .a; 0; 0/ 到 .0; 0; c/.

6. (14 分) 证明：黎曼 zeta 函数 �.x/ D

1X
nD1

1

nx
在 .1;C1/ 上连续且无穷次可微.

7. (14 分) 解答如下问题:

(1) 用定义证明 lim
n!1

sin n 不存在.

(2) 证明：数列 fxng 极限存在, 其中

xn D

�
1 �

1

22

��
1 �

1

32

�
� � �

�
1 �

1

.nC 1/2

�
D

nY
kD1

�
1 �

1

.k C 1/2

�
; n D 1; 2; � � � :

并求极限 lim
n!1

xn.
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8. (14 分) 设函数 f .x/ 在 .x0 � r; x0 C r/ 上无穷次可导 (其中 r 2 .0;C1//, 且存在
常数 M > 0, 使得ˇ̌̌

f .n/.x/
ˇ̌̌

� M
nŠ

rn
;8x 2 .x0 � r; x0 C r/ ;8n D 0; 1; 2; � � � :

(1) 证明：f .x/ 在 x0 点的 Taylor 级数
1X

nD0

f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/

n 在 .x0 � r; x0 C r/

上逐点收敛于 f .x/.

(2) 证明：
1X

nD0

f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/

n 在 .x0 � r; x0 C r/ 上内闭一致收敛于 f .x/.

9. (14 分) 设 f .x/ 在 Œa; b� 上黎曼可积, 证明：

lim
�!C1

Z b

a

f .x/ cos.�x/dx D 0:

10. (14分)证明
Z C1

0

sin xy
x

dx关于 y在 Œy0;C1/ .y0 > 0/上一致收敛,但在 .0;C1/

上非一致收敛.

11. (14 分) 设 f .x/ 在 Œa; b� 上分段连续, 即存在 Œa; b� 的一个有限分割 a D x0 < x1 <

x2 < � � � < xn D b (其中 n 为固定整数), 使得 f .x/ 在每个区间 .xi�1; xi / 上连续且
分点 xi 处都存在左右极限. 证明：f .x/ 在 Œa; b� 上黎曼可积.
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42 华南理工大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (20 分) 设 .f .x/; g.x// D 1, 证明: f 2.x/C g2.x/ 的重根必是
�
f 0.x/

�2
C
�
g0.x/

�2
的根.

2. (15 分) 计算 n 阶行列式

Dn D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

a aC b � � � aC b aC b

a � b a � � � aC b aC b
:::

:::
:::

:::

a � b a � b � � � a aC b

a � b a � b � � � a � b a

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
:

3. (20 分) 若 A 为 m � n 矩阵, ˇ 为 n 维列向量. 考虑下列两个线性方程组

(a) AX D ˇI (b)
 
A0

ˇ0

!
X D

0BBBBB@
0
:::

0

1

1CCCCCA .

(1) 当 (a) 有解时, (b) 有解吗? 证明你的结论.

(2) 当 (a) 无解时, (b) 有解吗? 证明你的结论.

4. (20 分) 设矩阵 A;B;C 满足 AC D CB, 证明: A;B 均为方阵. 若 r.C / D r , 证明:
A;B 的特征多项式有 r 次公因式.

5. (20 分) 解答如下问题:

(1) 设二次型 f .x1; x2; x3; x4/ D X 0AX , 其中

A D

0BBBB@
1 2 3 4

2 3 4 5

3 4 5 6

4 5 6 7

1CCCCA ; X D

0BBBB@
x1

x2

x3

x4

1CCCCA :

将 f .x1; x2; x3; x4/ 化为一次因式的乘积.

(2) 根据 (1) 的结果, 将 n 元二次型 f .X/ D X 0AX 化为一次因式的乘积, 其中

A D

0BBBBBBB@

1 2 3 � � � n

2 3 4 � � � nC 1

3 4 5 � � � nC 2
:::

:::
:::

:::

n nC 1 nC 2 � � � 2n � 1

1CCCCCCCA
:
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6. (20 分) 设矩阵

A D

0BBBB@
1 2 0 �a � 1

1 1 0 0

0 1 1 aC 2

0 0 1 1

1CCCCA
在复数域上不可对角化.

(1) 求 a 的值;

(2) 对每个 a, 求出 A 的若尔当标准型.

7. (20 分) 设 A1;A2; � � � ;Am 为 n 维线性空间 V 上的 m 个线性变换, 且满足:

(1) A 2
i D Ai ; i D 1; 2; � � � ; m.

(2) AiAj D O;8i ¤ j .

(3) A �1
1 .0/ \ A �1

2 .0/ \ � � � \ A �1
m .0/ D f0g.

证明: V D A1.V /˚ A2.V /˚ � � � ˚ Am.V /.

8. (15 分) 定义在 Rn�n 上的内积 ( , ) 满足

.AC;B/ D .A; CB/;8A;B;C 2 Rn�n

证明: 存在常数 c > 0, 使得 .A;B/ D c tr.AB/.
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43 安徽大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. ( 15 分) 计算极限.

(1) (7 分) lim
n!1

n

�
12 C 32 C � � � C .2nC 1/2

n3
�
4

3

�
.

(2) (8 分) lim
x!1

�
1

e

�
1C

1

x

�x�x

.

2. ( 15 分) 设数列 fxng 有界, 且 lim
n!1

.xnC1 � xn/ D 0. 令

m D lim
n!1

xn;M D lim
n!1

xn; m < M

证明：在区间 .m;M/ 上任意一个数都是此数列的一个子列的极限.

3. ( 20 分) 设函数 f .x/ 在区间 I 上有定义, 令

!f .ı/ D sup
x;y2I

jx�yj<ı

jf .x/ � f .y/j

证明:

(1) lim
ı!0C

!f .ı/ 存在.

(2) f .x/ 在区间 I 上一致连续等价于 lim
ı!0C

!f .ı/ D 0.

4. (20 分) 设函数 f .x/ 为 .a; b/ 上的凸函数, 即对 8x1; x2 2 .a; b/ 以及 � 2 .0; 1/, 有

f .�x1 C .1 � �/x2/ � �f .x1/C .1 � �/f .x2/ :

证明:

(1) 对 8x 2 .a; b/, 左右导数 f 0
�.x/; f

0
C.x/ 均存在, 且 f 0

�.x/ � f 0
C.x/.

(2) f 0
�.x/; f

0
C.x/ 均在 .a; b/ 上单调递增.

5. (20 分) 设 f .n/ D a0 C

1X
kD1

ak

nk
, 且满足 jakj � M , 这里 n; k 均为正整数. 试证: 数

项级数
1X

nD1

f .n/ 收敛的充要条件为 a0 D a1 D 0.

6. (20 分) 给定方程 x2
C y C sin.xy/ D 0.

(1)说明在点 .0; 0/的充分小的邻域内, 此方程确定唯一的可导的函数 y D y.x/, 使
得 y.0/ D 0, 并求出 y D y.x/ 的导函数表达式.

(2)判断在点 .0; 0/的充分小的邻域内, 此方程是否确定唯一的函数 x D x.y/, 使得
x.0/ D 0, 说明理由.
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7. (20 分) 计算 Gauss 曲面积分 I D

“
S

cos.dn; r/
r2

dS , 其中 S 为光滑封闭曲面, 原点

不在 S 上, r 为 S 上动点至原点的距离, .bn; r/ 为动点处外法向量 n 与径向 r 的夹
角.

8. (20 分) 求含参积分 I.y/ D

Z C1

0

e�x2 cos.2xy/dx.
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44 安徽大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一 . 填空题 (本大题共六小题, 每小题 5 分, 共 30 分).

1. 设

A D

 
1 2

2 3

!
; B D

0BB@
1 0 0

�1 1 0

0 2 1

1CCA ; C D

 
0 1 0

�1 0 2

!
:

若矩阵满足 AXB D C , 则 X D .

2. 设 A D
�
aij

�
为 2阶复方阵,满足 tr

�
Ak
�

D k.k D 1; 2; / ,其中 tr.A/ D a11Ca22

为矩阵 A 的迹, 则行列式 jAj D .

3. 设矩阵 A D

0BBBB@
�2 1 1 1

�1 �1 0 1

0 0 �1 0

�1 1 1 0

1CCCCA, 则 A 的最小多项式为 .

4. 设 n 阶矩阵 A 的各行元素之和均为 3;E 为单位阵, 则矩阵 A2
� 2ACE 的各行

元素之和为 .

5. 设 R3 为带标准内积的 3 维欧氏空间, 对 R3 的基 ˛1 D .�1; 1; 1/; ˛2 D

.0;�1; 1/; ˛3 D .0; 0; 1/ 所 Schmidt 正交化得 R3 的标准正交基 ˇ1; ˇ2; ˇ3, 则
ˇ3 D .

6. 设 �-矩阵

A.�/ D

0BB@
.� � 1/3

.�C 1/2

.� � 1/2.�C 1/4

1CCA :
则 A.�/ 的所有不变因子为 .

二 . 辨析題 (本大題共四小题, 每小题 5 分, 共 20 分. 先判断对错, 再简要说明).

7. 设 f .x/ 为实系数多项式, 且次数为奇数, 则 f .x/ 必有实根.

8. 设 A;B 都为 4 阶复方阵, 则 A 与 B 相似当且仅当 A 与 B 有相同的特征多项
式, 且每个特征值的几何重数 (即对应特征子空间的维数) 也相同.

9. 设 A 是 n 维复线性空间 V 上的线性变换, n > 1, 若 A n
D 0 且 A n�1

¤ 0, 则
存在两个 A 的非平凡子空间 U 和 W , 使得 V D U ˚W .

10. 设 A.�/; B.�/ 都是数域 P 上 m � n 的 � 矩阵, 则 A.�/; B.�/ 等价的充要条件
为 A.�/ 与 B.�/ 有相同的初等因子组.
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三 . 计算题 (本大題共五小题, 每小题 10 分, 共 50 分).

11. 设 A D
�
aij

�
, 其中 aij D

1 � xn
i y

n
j

1 � xiyj

; xiyj ¤ 1; i; j D 1; 2; � � � ; n, 求行列式 jAj.

12. 设多项式

f .x/ D 2x4
C 2x3

� 5x2
� 13x � 2; g.x/ D x3

C x2
� 3x � 6:

求 f .x/ 与 g.x/ 的首一最大公因式 .f .x/; g.x// 以及多项式 u.x/ 与 v.x/, 使得

u.x/f .x/C v.x/g.x/ D .f .x/; g.x//:

13. 设 A 是 5 � 4 矩阵, 且 r.A/ D 3; ˇ 为 5 维非零列向量. 已知 1; 2; 3 为方程
组 AX D ˇ 的 3 个不同的解, 且 1 C 2 D .2; 2; 0; 2/T ; 1 C 3 D .0; 0; 2; 0/T . 求
AX D ˇ 的通解.

14. 设复二次型
f .x1; x2; x3/ D 2x2

1 C x2
2 � 4x1x2 � 4x2x3

求非退化线性替换 X D CY , 将二次型 f .x1; x2; x3/ 化为规范形, 其中 X D

.x1; x2; x3/
T ; Y D .y1; y2; y3/

T , 并写出规范形.

15. 设实矩阵

A D

0BB@
�1 1 2

�1 1 1

�2 1 3

1CCA
(1) 求 A 的若尔当标准形 J .

(2) 求可逆矩阵 P , 使得 P �1AP D J .

四. 证明题 (本大题共四小题, 第 16,17 题每题 10 分, 第 18,19 题每题 15 分, 共 50 分).

16. 设多项式 f .x/ D xp
C px C p � 1, 其中 p 为奇素数. 证明: f .x/ 在有理数域

上不可约.

17. 设 n 元实二次型 f .x1; x2; � � � ; xn/ D l21 C � � � C l2s � l2sC1 � � � � � l2sCt , 其中

li D ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn; aij 2 R; i D 1; 2; � � � ; s C t; j D 1; 2; � � � ; n:

证明: f .x1; x2; � � � ; xn/ 的正惯性指数 p � s.

18. 设 A 为 n 维欧氏空间 V 上的线性变换, 在基 ˛1; ˛2; � � � ; ˛n 下的矩阵为 A. 证
明: A 为对称变换的充要条件是 ATG D GA,其中 G D

�
˛i ; ˛j

�
为基 ˛1; ˛2; � � � ; ˛n

的度量矩阵.

19. 设 A 为 n 阶复方阵, 0 为 A 的最小多项式 m.�/ 的 r 重根, r � 2 为正整数. 证
明:

(1) 对任意的正整数 k � r , r
�
Ak
�

D r .Ar/.

(2) r .Ar/ < r
�
Ar�1

�
.
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45 湘潭大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (15 分) (30 分) 计算下列极限：

(1) lim
x!0

tan x � sin x
x3

; (2) lim
n!1

Z 1

0

xn

1C x
dx; (3) lim

x!C1
x

1
x .

2. (20 分)(1) 设 y D

p
1C x2

x
, 求 d2y;

(2) 设 I.y/ D

Z y2

y

cos xy
x

dx, 求 I 0.y/.

3. (15 分) 计算 I D

•
�

.x C y C z/2dxdydz D 0, 其中 � 是 x2
C y2

C z2
D 3 与

2z D x2
C y2 围成的区域.

4. (15 分) 若 S 为光滑封闭曲面,l 是任意常向量，证明：I D

“
S

cos.n; l/d�，其中 n

是曲面 S 的外法线向量.

5. (20 分) 讨论下列含参变量反常积分的一致收敛性:
Z C1

0

e�˛x sin xdx, 在 (i) ˛ �

˛0 > 0; (ii) ˛ > 0.

6. (15 分) 叙述 lim
x!x

C
0

f .x/ 存在且有限的柯西收敛准则并证明.

7. (15 分) 将 f .x/ D x2 在 Œ0; 2�� 上傅里叶级数展开.

8. (20 分) 设

�.x/ D

1X
nD1

1

nx
; E.x/ D

1Y
nD1

px
n

px
n � 1

; x > 1

其中 pn.n D 1; 2; � � � /为素数序列. 试证明：(1) �.x/; E.x/均收敛;(2) �.x/ D E.x/.
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46 西南大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 叙述题. 每题 5 分, 共 15 分.

(1) 函数极限的柯西收敛准则.

(2) 函数 f .x/ 在区间 I 上不一致连续的定义.

(3) 函数极限 lim
x!C1

f .x/ 的归结原则.

2. 计算题. 每题 5 分, 共 15 分.

(1) 求不定积分
Z

sin.ln x/dx.

(2) 求极限 lim
x!C1

"
.1C x/

1
x

e

# 1
x

.

(3) 设 f 具有二阶连续的偏导数, 且 z D f
�
x2y2; xy

�
, 求 zxy .

3. (15 分) 设有界函数 f .x/ 在 Œa; b� 上的不连续点的全体为 fxn j n D 1; 2; � � � g, 且
lim

n!1
xn D a, 证明: f .x/ 在 Œa; b� 上可积.

4. (15 分) 设数列 fang 严格递减, 且 an > 0. 证明: lim
n!1

an D 0 的充要条件是级数
1X

nD1

�
1 �

anC1

an

�
发散.

5. (15 分) 已知 f .x/ 在 .�1;C1/ 上二阶可导, 且 f 00.x/ � 0; lim
x!0

f .x/

2x
D 2, 证明:

f .x/ � 4x.

6. (15 分) 利用闭区间套定理证明确界原理.

7. (15 分) 设函数 f .x/ 在 Œ1;C1/ 上连续, 恒正且单调递减, 记

an D

nX
kD1

f .k/ �

Z n

1

f .x/dx

证明：数列 fang 收敛.

8. (15 分) 设 f .x/ 在 Œa;C1/ 上一致连续, g.x/ 在 Œa;C1/ 上连续, 且 lim
x!C1

Œf .x/�

g.x/� D 0, 证明: g.x/ 在 Œa;C1/ 上一致连续.

9. (15 分) 证明：半径为 R 的球的体积为
4�R3

3
.

10. (15 分) 计算曲线积分 Z
L

y dx C z dy C x dz

其中 L 是 x2
C y2

C z2
D 1 和 x C y C z D 1 的交线, 从 x 轴正向看去取逆时针

方向.
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47 西南大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (20 分) 计算 n 阶行列式

Dn D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌
aC x1 aC x2

1 � � � aC xn
1

aC x2 aC x2
2 � � � aC xn

2

:::
:::

:::

aC xn aC x2
n � � � aC xn

n

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ :

2. (20 分) 设矩阵 A D

0BB@
1 4 1

1 1 2

0 0 5

1CCA, 求 A2024.

3. (20 分) 设 A 是一个二阶实对称矩阵, A 的特征值为 �1 D 2; �2 D 3. 并设 ˛ D 
1

1

!
是属于特征值 �1 D 2 的特征向量, 求矩阵 A.

4. (20 分) 请问 a; b 取什么值时, 线性方程组8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
x1 C x2 C x3 C x4 C x5 D 1

2x1 C x2 � 4x5 D aI

x1 C 2x2 C 3x3 C 3x4 C 7x5 D 4I

5x1 C 4x2 C 3x3 C 3x4 � x5 D b:

有解, 并求其解.

5. ( 20 分) 设 f .x/ D x3
C ax2

C bxC c 是一个整系数多项式, 且 acC bc 是奇数. 证
明: f .x/ 在有理数域上不可约.

6. (20 分) 设 f .x1; x2; � � � ; xn/ 是一个 n 元实二次型. 证明: 存在 n 元正定二次型
g .x1; x2; � � � ; xn/ 和 n 元负定二次型 h .x1; x2; � � � ; xn/ 使得

f .x1; x2; � � � ; xn/ D g .x1; x2; � � � ; xn/C h .x1; x2; � � � ; xn/ :

7. (15 分) 设 � 为 n 维线性空间 V 上的线性变换, � 为 � 的一个特征根, k 为 � 的代
数重数. 记

W D Ker .�IV � �/k :

其中 IV 足 V 上的恒等变换. 证明: W 的维数恰为 k.

8. (15 分) 解答如下问题:

(1) 设 V 为数域 F 上的线性空间, W 为集合, f 为 V 到 W 的双射. 证明: W 也可
以做成数域 F 上的线性空间；

(2) 自然数集是否可以构成有理数域上的 2 维线性空间? 请说明理由.
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48 上海交通大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (10 分) 已知复数域上不可约多项式均为一次多项式.

(1) 证明：实数域上正次数多项式均为一次或二次多项式乘积;

(2) 证明: 有理数域上存在任意次数不可约多项式.

2. (20 分) 设 A 是数域 F 上的 n 阶矩阵, 证明:

(1) 若 A 与所有对角阵可交换 , A 是对角阵;

(2) 若 A 与所有矩阵可交换 , A 是纯量阵.

3. (20 分) 设 ˛1; ˛2; � � � ; ˛n 2 Rn 线性无关. 判断: ˛1 C ˛2; ˛2 C ˛3; � � � ; ˛n�1 C ˛n,
˛n C ˛1 线性无关性 .n � 3/.

4. (20分)设 V D RŒX�n 为次数小于 n的全体实系数多项式构成的实线性空间, f 0.x/

表示 f .x/ 的导数. 定义 A W f .x/ ! xf 0.x/ � f .x/.

(1) 证明 A 为线性变换;

(2) 求 A 的特征值与特征向量, Ker A ; Im A ;

(3) 判断是否有 Ker A ˚ Im A .

5. (20 分) 设矩阵 A D

0BB@
1 0 0

1 0 1

0 1 0

1CCA,

(1) 求 A 的 Jordan 标准型;

(2) 设 k 2 NC, 求 Ak 的 Jordan 标准型;

(3) 设 B D

 
A A

A A

!
, 求 B 的 Jordan 标准型.

6. (20 分) 设 A 的 n 阶可逆方阵.

(1) 证明: 存在正交阵 Q 和方阵 D, 使得 QTAATQ D D2;

(2) 求 A 的奇异值分解.

7. (20 分) 若矩阵 A 满足 A D AT
D A2, 则称 A 为投影矩阵 , 存在列满秩矩阵 B,

使得 A D B
�
BTB

��1
BT .

8. (20 分) 设 A 为 n 维线性空间 V 上的线性变换.

(1) 证明: 存在 1 � k � n, 使 V= Im
�
A k

�
Š Ker

�
A k

�
;

(2) 研究满足 (1) 中最小的 k.

第 83页 (共 118 页)



微信公众号：八一考研数学竞赛

84

49 大连理工大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一. 简答题. 每题 6 分, 共 60 分.

1. 用数学语言描述 fang 不是基本列.

2. 若 lim
x!0

f .x/ � f .�x/

2x
D 0, 则 f 0.0/ D 0. 此结论是否成立? 为什么?

3. 设 0 < a < b, 证明不等式
2a

a2 C b2
<

ln b � ln a
b � a

.

4. 已知 an D
n
p
2022n C .�2023/n; n D 1; 2; � � � , 求 lim sup

n!1

an 和 lim inf
n!1

an.

5. 当 x ! x0 时, ˛ D o.1/. 证明: .1C ˛/
1
˛ � e D �

e

2
˛ C o.˛/; x ! x0.

6. 证明: sin
�
x2
�
在 R 上不一致连续.

7. f .x/ 在 R 上连续可微, g.x; y/ D

8<:
f .x/ � f .y/

x � y
; x ¤ yI

f 0.x/; x D y:

证明: g.x; y/ 在 R2

上连续.

8. 设 a; b 为正常数, 求由
x2

a2
C
y2

b2
D 2x C 18y 所围成的面积.

9. 求极限 lim
x!0

�
1

x2
�

cot x
x

�
.

10. 证明: 含参量反常积分
Z C1

0

p
ye�yx2dx 在 y 2 .0;C1/ 上不一致收敛.

二. 计算题. 每题 10 分, 共 30 分.

1. 已知 y D f .x; t/, 其中 t 是由 F.x; y; t/ D 0 确定的关于 x; y 的隐函数, f 和 F

有连续的一阶偏导数, 求
dy
dx

.

2. 设 C 是 z D
p
a2 � x2 � y2与 x D y交线,方向由

�
a

p
2
;
a

p
2
; 0

�
到
�

�
a

p
2
;�

a
p
2
; 0

�
.

计算 Z
C

�
z3

C 3x2y
�

dx C
�
x3

C 3y2z
�

dy C
�
y3

C 3z2x
�

dz:

3. 求曲线
(
x C y � z D 2I

z2
D x2

C y2
上距离原点最近的点.

三. 证明题. 每题 12 分, 共 60 分.

1. 证明:
Z C1

0

x

1C x6 sin2 x
dx 收敛.
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2. 设 f .x/ 在 Œ0; 2� 上存在三阶连续导数, f .0/ D f .1/ D f .2/ D 0. 证明: 对任意的
x 2 .0; 2/, 存在 � 2 .0; 2/, 使得

f .x/ D
1

6
x.x � 1/.x � 2/f 000.�/:

3. 若 f .x/ 在 Œa; b� 上连续可微, 求证:

max
x2Œa;b�

f .x/ �
1

b � a

ˇ̌̌̌
ˇ
Z b

a

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇC

Z b

a

ˇ̌
f 0.x/

ˇ̌
dx:

4. 证明: f .x/ D

1X
nD0

sin .2nx/

nŠ
在 R 上有任意阶导数, 但不能在 R 上展开为幂级数.

5. 设 an ¤ 0; n D 1; 2; � � � ; lim
n!1

n

�
1 �

ˇ̌̌̌
anC1

an

ˇ̌̌̌�
D p > 1, 证明:

1X
nD1

an 绝对收敛.
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50 大连理工大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一. 计算题. 每题 10 分, 共 30 分.

1. 已知 ˛1 D .1; 2; 1; 0/; ˛2 D .�1; 1; 1; 1/; ˛3 D .0; 3; 2; 1/; V1 是由 ˛1; ˛2; ˛3 生成的
空间, ˇ D .2;�1; 0; 1/; ˇ2 D .1;�1; 3; 7/; V2 是由 ˇ1; ˇ2 生成的空间. 求 V1 C V2

及 V1 \ V2 的维数与基.

2. 设 V 是 3 维欧氏空间, ˛1; ˛2; ˛3 为 V 的一组基, 且这组基的度量矩阵为

A D

0BB@
1 �1 1

�1 2 0

1 0 4

1CCA :
求 V 的一组标准正交基 (用 ˛1; ˛2; ˛3 表示).

3. 设矩阵 A 的特征多项式为 f .�/ D .� � 2/3.� � 3/2, 若不计若尔当块的排列顺序,
求 A 的所有可能的若尔当标准形.

二. 简答题. 每题 10 分, 共 80 分.

1. 设 f .x/; g.x/不全为零,证明: 对任意正整数 n,都有 .f n.x/; gn.x// D .f .x/; g.x//n.

2. 设 ˛1; ˛2; � � � ; ˛n为矩阵 An�n的 n个列向量, ˇ D ˛1C˛2C� � �C˛n,且 ˛1; ˛2; � � � ; ˛n�1

线性相关. 证明: 线性方程组 AX D ˇ 有无穷多解.

3. 设 f .x/ D x3
C ax2

C bxC c 为整系数多项式, 且 .aC b/c 为奇数. 证明: f .x/ 在
有理数域上不可约.

4. 设 A 是线性空间 V 上的线性变换, Im A D fA � j � 2 V g;Ker A D f� j A � D

0; � 2 V g. 证明: Im A 2
D Im A 当且仅当 Ker A 2

D Ker A .

5. 已知实矩阵 A 满足 A2
D A. 证明: 存在实对称矩阵 B 及正定矩阵 C , 使得

A D BC .

6. 设 f .x/; g.x/ 为数域 P 上的多项式, 且满足 .f .x/; g.x// D 1. 设 V; V1; V2 分别是
f .A/g.A/X D 0, f .A/X D 0; g.A/X D 0 的解空间. 证明: V D V1 ˚ V2.

7. 设 A 为有限维线性空间 V 上的线性变换, 且 A 为可逆线性变换, W 是 V 的子
空间. 证明: 若 W 是 A 的不变子空间, 则 W 也是 A �1 的不变子空间.

8. 设 A ;B 分别是 n维线性空间 V 上的两个线性变换, A 有 n个不同的特征值. 证
明: A B D BA 的充要条件是存在多项式 f .x/, 使得 B D f .A /.

三. 综合题. 每题 20 分, 共 40 分.
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1. 已知 X; Y 为三维列向量, A D
�
aij

�
为 3 阶实对称矩阵.

(1) (10 分) 对任意的实数 a, 证明:

ˇ̌̌̌
ˇ a XT

Y A

ˇ̌̌̌
ˇ D ajAj �XTA�Y .

(2) (10 分) 已知 A 的所有特征值的和为 1;A 的所有特征值的积为 -12 , 且
.1; 0;�2/T 为 .A�

� 4E/X D 0 的解. 对于下列四元二次型, 用正交替换化为
标准形.

f .x1; x2; x3; x4/ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌
x2

1 x2 x3 x4

�x2 a11 a12 a13

�x3 a21 a22 a23

�x4 a31 a32 a33

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌ :

2. 对于 n 阶实矩阵 A 及任意的 n 维列向量 X1; X2; � � � ; Xn, 且 Xn ¤ 0, 满足

AX1 D X2; AX2 D X3; � � � ; AXn�1 D Xn; AXn D 0:

证明:

(1) (8 分) X1; X2; � � � ; Xn 线性无关.

(2) (8 分) 求 A 的所有特征值及特征向量.

(3) (4 分) A 是否可以对角化? 为什么?
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51 福州大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. an D

Z �
4

0

tann xdx; n � 1, 证明:

(1) 数列 fang 收敛;

(2) 当 n � 2 时有
1

2.nC 1/
� an �

1

2.n � 1/
.

2. 若 f .x/ 在 Œ0; 1� 上二阶可导, f 0.0/ D f 0.1/ D 0, 证明: 9� 2 .0; 1/ 使得ˇ̌
f 00.�/

ˇ̌
� 4jf .1/ � f .0/j:

3. 判断级数
1

2
�
1

5
C
1

8
�
1

11
C � � � 的敛散性, 若收敛, 求级数的值.

4. 设 f .x/; g.x/ 在 Œa; b� 连续, 证明 Z b

a

f .x/g.x/dx
!2

�

Z b

a

f 2.x/dx
Z b

a

g2.x/dx;

且取等条件是当且仅当存在常数 ˛; ˇ 使得 f̨ .x/ D ˇg.x/.

5. 计算第二型曲线积分
Z

L

xdy � ydx, 其中 L W x3
C y3

D xy.x; y � 0, 逆时针方向).

6. 计算单位时间内某流体 EV D yz Ej (密度为 1) 通过曲面 S 的流量, 其中 S 是椭球面

x2
C
y2

4
C z2

D 1.

7. 计算 I D

Z C1

0

e�x � e�2x

x
cos xdx.
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52 福州大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一. 填空题.

1. 若 a; b; c 是线性空间上的一组基，taC b; tb C c; tc C a 也是一组基的充要条件
是 t 满足 .

2. 若 A D

0BB@
1 2 3

2 a 6

3 6 9

1CCA ; r.B/ D 2, 且 AB D O, 则 a D .

3. 设 A;B 均为可逆矩阵,
 
O A

B O

!�1

D .

4. 设 A 为 n 阶矩阵, r.A/ D m, 线性变换 ' 在基 �1; �2; � � � ; �n 下的矩阵为 A, 且
AX D 0 的解空间维数为 m, 则 dim.Im '/ D .

5. 若 f .x1; x2; � � � ; x2n/ D

nX
iD1

xix2nC1�i , 二次型的符号差为 .

二. 简答题.

6. 已知 a1k D 1.k D 1; 2; � � � ; 2024/; a2s D 1.s D 1; 2; � � � ; 1012/; a2m D �1.m D

1013; � � � ; 2024/, 且 jAj D 2024; A 为 2024 阶方阵, 求
1012X
kD1

A1k;

2024X
sD1013

A1s.

7. 若 A3�2; B2�3; AB 的特征多项式为 �3
� 3�2

C 2�, 求 BA 的特征多项式.

8. 设 e1; e2 为空间的一组基, 线性变换 '; v 满足

' .e1/ D ˇ1; ' .e2/ D ˇ2;  .e1 C e2/ D ˇ1 C ˇ2;  .e1 � e2/ D ˇ1 � ˇ2:

证明: ' D  .

9. 忘了.

10. A是一个给定的三阶方阵 (具体数值忘了),求 A的不变因子,初等因子, Jordan
标准形.

三. 综合题.

11. 计算 n 阶行列式

Dn D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

x y y � � � y

z x y � � � y

z z x � � � y
:::

:::
:::

:::

z z z � � � x

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
:
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12. 设 A 为 n 阶方阵, 证明: A D BC , 其中 B 为可逆矩阵, C 为对称矩阵. 该分解
唯一吗? 若唯一, 请证明; 若不唯一, 请说明理由.

13. 设 A D .˛1; ˛2; ˛3/, 且 A 有三个不同的特征值, ˛1 C 2˛2 C 3˛3 D 0; ˇ D

4˛1 C 5˛2 C 6˛3, 求 AX D ˇ 的通解.

14. 设 �2
D 3� , 证明: V D W1 ˚W2, 其中 W1 D f˛ 2 V j �˛ D 0g;W2 D f˛ 2 V j

�˛ D 3˛g.

15. 设 A 为三阶实对称矩阵, A 的每行元素之和为 4 , 且 .A � E/X D 0 有两个线
性无关的解, 求 A.

16. 定义

w D .w1; w2; � � � ; wn/
T ; kwk D

q
w2

1 C w2
2 C � � � C w2

n D 1

定义 H D E � 2wwT .

(1) 证明: H 为对称矩阵, 且为正交矩阵.

(2) 若 kxk D kyk, 证明: 存在镜面反射 H , 依得 H.x/ D y.

17. 设 A为数域 P上的 n阶矩阵, g.x/为其最小多项式. f .x/ 2 P Œx�; .f .x/; g.x// D

d.x/.

(1) 证明: r.f .A// D r.d.A//.

(2) 证明: f .A/ 可逆当且仅当 .f .x/; g.x// D 1.

18. 若 B 为 n 阶正定矩阵, A 为 n 阶矩阵, 且 r.A/ D r , 证明: r
 

B A

AT O

!
D

nC r .
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53 中国矿业大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (15 分) 设函数 f .x/ 在区间 Œa; b� 上连续, f .a/ D f .b/, 且 fC
0.a/ � f�

0.b/ > 0, 证
明: 在 .a; b/ 存在一个数 �, 使得 f .�/ D f .a/.

2. (15 分) 叙述并证明 lim
x!C1

f .x/ D C1 的归结原则.

3. (15 分) 叙述有限覆盖定理和致密性定理, 并用有限覆盖定理证明致密性定理.

4. (15 分) 计算极限 lim
x!0

1

x

�
1

x
� cot x

�
.

5. (15 分) 设 f .x/ 和 g.x/ 是 Œa; b� 上的可积函数, 证明: f .x/g.x/ 也是 Œa; b� 上的可
积函数.

6. (15 分) 求积分 I D

Z 1

0

tg.t/dt , 其中 g.t/ D

Z 1

t2

e�x2dx.

7. (15 分) 求 f .x/ D sgn x 在区间 .��; �/ 上的傅里叶展开式, 并说明其一致收敛性.

8. (15 分) 设 ˛ > 0, 证明：级数
1X

nD1

sin nx
n2C˛

在区间 .�1;C1/ 上一致收敛, 并且其和

函数 S.x/ 的导函数在 .�1;C1/ 上连续.

9. (15 分) 若二元函数组
(
u D f .x; y/

v D g.x; y/
为点集 D 从 xOy 平面映射到 uOv 平面的

点集 E 的表达式, 且函数 f .x; y/; g.x; y/ 是点集 D 上的一致连续函数, h.u; v/ 是
点集 E 上的一致连续函数, 证明: 复合函数 h.f .x; y/; g.x; y// 是点集 D 上的一致
连续函数.

10. (15 分) 若 I.˛/ D

Z C1

0

e�˛x sinˇx
x

dx, 其中 ˇ > 0 为常数.

(1) 证明: I.˛/ 在 Œ0;C1/ 上连续;

(2) 证明：I.˛/ 在 .0;C1/ 上可导, 并求出 I.˛/ 的表达式;

(3) 运用 I.˛/ 的表达式, 求 J.ˇ/ D

Z C1

0

sinˇx
x

dx 的值.
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54 中国矿业大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一. 填空题 (每小题 4 分, 共 40 分)

1. 若 1 是多项式 Ax4
C Bx2

C 1 的二重根, 则 A D , B D .

2. 设 A是 3阶方阵, jAj D �2,把它按列分块成 .A1; A2; A3/,则方阵 .A3 � A1; 3A2; A1/

的行列式的值为 .

3. 设 A D

0BB@
1 2 �2

4 k 3

3 �1 1

1CCA, B 为三阶非零矩阵, 且 AB D O, 则 k D .

4. 设 A 为 n 阶可逆矩阵 .n � 2/, 交换 A 的第 1 行与第 2 行得到 B, 则 .

A. 交换 A� 的第 1 列与第 2 列得到 B�

B. 交换 A� 的第 1 行与第 2 行得到 B�

C. 交换 A� 的第 1 列与第 2 列得到 �B�

D. 交换 A� 的第 1 行与第 2 行得到 �B�

5. 设 A D .˛1; ˛2; ˛3; ˛4/ 为 4 阶方阵, 其中 ˛1; ˛2; ˛3; ˛4 分别是 A 的列向量, 且
jAj D 0;A 的代数余子式 A12 ¤ 0;A� 是 A 的伴随矩阵, 则方程组 A�X D 0 有一
个基础解系是

6. 当 t 满足条件 时, 二次型 f D x2
1 C 2x2

2 C 3x2
3 C 2x1x2 � 2x1x3 C 2tx2x3

是正定的.

7. 设 A D

0BB@
0 1 0

0 0 1

0 0 0

1CCA, 则与 A 乘积可交换的三阶方阵组成的线性空间的维数

是 .

8. 已知 � 为 n 维欧式空间 V 上的线性变换, 且 �2
D 0, 则 � 的像空间的维数不超

过 .

9. 设 A D

 
2 1

�1 0

!
, 则 A 的 2024 次方幂是 .

10. 已知 V 是 n 维欧式空间, 定义 V 上内积为向量的数量积, 则欧式空间 V 上的
柯西-布涅柯夫斯基不等式的一般形式为 .
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二. (10 分) 已知 a1; a2; : : : ; an�1 是 n� 1 个两两不同的数, 请将 f .x/ 分解成不可约一
次多项式的乘积, 并求出 f .x/ 的根, 其中

f .x/ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

1 x x2 : : : xn�1

1 a1 a1
2 : : : an�1

1

1 a2 a2
2 : : : a2

n�1

: : : : : : : : : : : : : : :

1 an�1 an�1
2 : : : an�1

n�1

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
:

三. (10 分) 假设 f .x/ 是复数域上的非零 n 次多项式, 且 f .x/ 的一阶微商
dy
dx
只有非

零根, 若
dy
dx

j xf .x/, 证明: f .x/ 是一个一次因式的 n 次方幂.

四. (10 分) 设 A D
�
aij

�
; B D

�
bij

�
是两个 n 阶方阵, 证明: 矩阵方程 AX D B 有解的

充分必要条件是 nC 1 个矩阵 A;A1; A2; : : : ; An 有相同的的秩, 其中

Ak D

0BB@
a11 a12 : : : a1n b1k

: : : : : : : : : : : : : : :

an1 an2 : : : ann bnk

1CCA ; k D 1; 2; : : : ; n:

五. (15 分) 假设实二次型 f .X/ D XTAX 满足 XTAX D 0 当且仅当 X D 0, 证明: 二
次型 f .X/ D XTAX 或者为正定二次型, 或者为负定二次型.

六. (10 分) 设 G 是数域 F 上一些 n 阶可逆方阵的集合, 对 G 中任意两个不同的矩阵
A;B, 都有 jAC Bj D 0. 设 X D

�
xij

˘
是由 n2 个字母 xij 组成的 n 阶方阵, 对每

一个 A 2 G, 定义多项式 fA.X/ D jX C Aj.

(1) (5 分) 证明: 集合 ffA.X/ W A 2 Gg 的任意个有限子集都是线性无关的;

(2) (5 分) 证明: 集合 G 是有限的.

七. (15 分) 设矩阵 A D ˛ˇT , 其中 ˛; ˇ 2 Rn.n � 2/; ˛ ¤ 0; ˇ ¤ 0. 证明:

(1) (5 分) ˛ 以及与 ˇ 正交的非零向量 � 都是矩阵 A 的特征向量;

(2) (5 分) 若 ˛ 与 ˇ 不正交, 则矩阵 A 可对角化;

(3) (5 分) 若 ˛ 与 ˇ 正交, 则矩阵 A 不可对角化.

八. (15 分) 设 ˛ 是 n.n � 1/ 维欧式空间 V 中的单位向量, 定义 V 上的线性变换:

�.ˇ/ D ˇ � .˛; ˇ/˛:

(1) (5 分) 证明: 线性变换 � 是正交变换（称这种变换为 V 上的镜面反射);

(2) (5 分) 证明: 线性变换 � 是第二类的（即行列式为 -1 );

(3) (5 分) 若上述 V 上的线性变换 � 以 1 为特征值, 且属于特征值 1 的特征子空
间的维数是 n � 1, 证明: � 是 V 上的镜面反射.
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55 东北大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 计算 lim
x!0

x
xC1

� ln.1C x/

x2
.

2. 设 f .x/ D

Z 1

x

e�y2 dy 求
Z 1

0

x2f .x/dx.

3. 计算幂级数
1X

nD0

.�1/n
�
n2 � nC 1

�
2n

的值.

4. 计算曲面积分 I D

“
†

.xy C yz C xz/dS，其中 † 是 z D
p
x2 C y2 被柱面

x2
C y2

D 2ax 所截的部分 (a > 0).

5. 设 0 � ˛ � 1，证明：f .x/ D x˛ 在区间 Œ0;C1/ 上一致连续.

6. 函数项级数
1X

nD1

�
1 � cos

x

n

�
在 Œ�a; a� ( a 为有限数 / 上一致收敛.

7. 设数列 fxng 有界且 lim
n!1

.x2n C 2xn/ 存在, 证明： lim
n!1

xn 存在.

8. 讨论级数
nX

iD1

.�1/i�1 1

i
的绝对收敛性和条件收敛性.

9. 设 f .x/ 是 Œa; b� 上连续的单调递增函数, 证明Z b

a

xf .x/dx �
aC b

2

Z b

a

f .x/dx

10. 设函数 f .x/ 满足条件：1) �1 < a � f .x/ � b < 1; a � x � b；2) 存在常数 L 2

.0; 1/ 使得
jf .x/ � f .y/j � Ljx � yj;8x; y 2 Œa; b�

若对 8x0 2 Œa; b�，令 xn D f .xn�1/.n D 1; 2; � � � /，证明： lim
n!1

xn D � 2 Œa; b�，且
f .�/ D �.
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56 东北大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (15 分) 设有两个向量组

(I) : ˛1 D .1; 0; 2/T ; ˛2 D .1; 1; 3/T ; ˛3 D .1;�1; aC 2/T I

(II) : ˇ1 D .1; 2; aC 3/T ; ˇ2 D .2; 1; aC b/T ; ˇ3 D .2; 2; aC 2/T :

讨论当 a 为何值时, 向量 (I) 和 (II) 等价? 当 a 为何值时, 向量组 (I) 能由向量组
(II) 线性表出, 但向量组 (II) 不能由向量组 (I) 线性表出?

2. (15 分) 计算 n 阶行列式

Dn D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

x a a � � � a

b x a � � � a

b b x � � � a
:::

:::
:::

:::

b b b � � � x

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
:

3. (15 分) 设实二次型 f .x1; x2; x3/ D .x1 C �1x2/
2

C .x2 C �2x3/
2

C .x3 C �3x1/
2.

(1) (5 分) 当 �1; �2; �3 满足什么条件时, f .x1; x2; x3/ 是正定二次型?

(2) (10 分) 若 f .x1; x2; x3/ 经过正交线性替换可化为标准形 y2
1 C y2

2 C y2
3 , 求

�1; �2; �3 的值.

4. (15 分) 设 f .x/ D a C bx 是有理数域上的一元多项式, ˛ D .1; 1; � � � ; 1/T 和
ˇ D .�1;�1; � � � ;�1/T 是 n 维列向量. 令 J D ˇ˛T ; A D f .J /.

(1) (5 分) 求 J 的全部特征值和属于每个特征值的全部特征向量.

(2) (10 分) A 是否能相似于一个对角矩阵? 如果能, 求一个可逆矩阵 P , 使得
P �1AP 为对角矩阵, 并写出这个对角矩阵.

5. (15 分) 已知

A D

0BB@
0 1 0

0 0 1

�2 3 �1

1CCA :
分别在有理数域和复数域上讨论矩阵 A 是否可对角化? 并说明理由.

6. (15 分) 设 V 是 R 上所有二阶矩阵构成的线性空间, V 上的两组基为

E11 D

 
1 0

0 0

!
; E12 D

 
0 1

0 0

!
; E21 D

 
0 0

1 0

!
; E22 D

 
0 0

0 1

!
I

B11 D

 
1 0

0 0

!
; B12 D

 
1 1

0 0

!
; B21 D

 
0 0

1 0

!
; B22 D

 
1 1

0 1

!
:
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定义 V 上的线性变换 A 为

A .X/ D

 
1 3

�2 �6

!
X;X 2 V:

(1) (5 分) 求基 E11; E12; E21; E22 到 B11; B12; B21; B22 的过渡矩阵.

(2) (10 分) 求线性变换 A 在基 B11; B12; B21; B22 下的矩阵.

7. (15 分) 设 f .x/ D .x � k1/ .x � k2/ � � � .x � kn/C 1, 其中 k1; k2; � � � ; kn.n > 2/ 是互
异的整数. 证明:

(1) (5 分) 多项式 f .x/ 在复数域上可约.

(2) (10 分) 若多项式 f .x/ 在有理数域上可约, 则 n 必为偶数, 且 f .x/ 必能表示成
某个整系数多项式的平方.

8. (15 分) 设 A 为 n 阶正定矩阵, 证明: 存在下三角矩阵 B, 使得 A D BBT .

9. (15 分) 证明如下问题:

(1) (5 分) n � n 数字矩阵 A 的特征矩阵是满秩矩阵, 但不是可逆矩阵.

(2) (10 分) n � n 数字矩阵 A 是可逆矩阵的充要条件是 A 的最后一个不变因子
dn.�/ 有非零常数项.

10. (15 分) 设 A 为 n 阶方阵, 且 A3
� 5A2

C 4A D O. 证明:

rank.A/ D rank
�
A2

� A
�

C rank
�
A2

� 4A
�
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57 中国海洋大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 计算题.

(1) 求极限 lim
x!0

1

x

�
1

x
� cos x

�
.

(2) 利用
1

nC 1
< ln

�
1C

1

n

�
<
1

n
; n 2 NC, 计算 lim

n!1

1C
1
2

C
1
3

C � � � C
1
n

ln n
.

(3) 已知
Z C1

0

sin x
x

D
�

2
, 计算

Z C1

0

�
sin ˛x
x

�2

dx.˛ > 0/.

2. 判断题. 须加以说明

(1) 判断正误: 设 f .x/ 是 Œa; b� 上的非负函数, 且
Z b

a

f .x/dx D 0. 则在 Œa; b� 上一

定存在非空开区间使得 f 恒为零.

(2) 设 fn.x/ D xn
� x3n; 0 � x � 1, 判断函数列 ffn.x/g 在 Œ0; 1� 上的收敛.

(3) 判断正误: 在 Œ0; 1� 上存在函数, 使得在每个有理点处连续, 但在每个无理点处
不连续.

(4) 设 an > 0 且级数
1X

nD1

an 发散, 判断级数
1X

nD1

an

1C n2an

的敛散性.

3. 证明题.

(1) 设 f .x/ 为 U ı
� .x0/ 上的单调有界函数, 证明 lim

x!x�
0

f .x/ 存在.

(2) 叙述并证明拉格朗日中值定理.

4. 设 f .x/ 在 Œ0; 1� 上连续, 且 f .0/ D f .1/, 证明: 对任何正整数 n, 必存在相应的
� 2 .0; 1/, 使得

f

�
� C

1

n

�
D f .�/:

5. 设 f .x/ 为 Œ0;C1/ 上正值单调减少函数, 且
Z C1

0

f .x/dx 收敛. 证明:

lim
h!0C

h

1X
nD1

f .nh/ D

Z C1

0

f .x/dx

6. 计算第二类曲线积分
I �

Z
L

.x C y/dx � .x � y/dy
x2 C y2

其中 L 是从点 A.�1; 0/ 到点 B.1; 0/ 的一条在 x 轴上侧且不通过原点的光滑曲线.

7. 求函数 f .x; y; z/ D x4
C y4

C z4 在条件 xyz D 1 下的极值, 并判断该极值是极大
值还是极小值? 为什么?
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8. 计算三重积分 •
!

z dx dydz

其中 ! 是球面 x2
C y2

C z2
D 8 的上半部分与抛物面 z D

1

2
.x2

C y2/ 所围立体.

第 98页 (共 118 页)



微信公众号：八一考研数学竞赛

99

58 中国海洋大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 设 f1.x/; f2.x/; f3.x/ 是数域 P 上的多项式, 证明:

x3
C x2

C x C 1 j x2f1

�
x4
�

C xf2

�
x4
�

C f3

�
x4
�

当且仅当 .x � 1/ j fi .x/; i D 1; 2; 3.

2. 已知 ˛1; ˛2; � � � ; ˛t 是方程组 AX D 0 的基础解系, 证明:

2˛1 C ˛2; 2˛2 C ˛3; � � � ; 2˛t�1 C ˛t ; 2˛t C ˛1

也是方程组 AX D 0 的基础解系.

3. 已知 A 是 n 阶方阵, 多项式 g.x/ 满足 g.A/ D O. 证明: 对于任意非零多项式
f .�/, 当 .f .�/; g.�// D d.�/ 时, f .A/ 与 d.A/ 的秩相等.

4. 已知

W1 D

8̂̂<̂
:̂
0BB@
a 0 d

c 0 b

0 c 0

1CCA
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ a; b; c; d 2 R

9>>=>>; ;W2 D

8̂̂<̂
:̂
0BB@
x 0 z

0 y 0

0 0 0

1CCA
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ x; y; z 2 R

9>>=>>;
求 W1 CW2 与 W1 \W2, 并指出维数和基.

5. 已知线性空间 V;W1;W2满足 V D W1˚W2,对任意的 X � V ,记 X D X1CX2; Xi 2

Wi .i D 1; 2/, 定义线性变换 � , 使得 �.X/ D X1, 则称 � 是 V 上的投影变换. 证明:
线性变换 � 是 V 的投影变换当且仅当 � 在任意基下的矩阵 A 满足 A2

D A.

6. 已知矩阵

A D

0BB@
0 1 0

0 0 1

�2 3 �1

1CCA
(1) 若 A 是有理数域上的矩阵, 判断 A 是否可以对角化, 并说明理由.

(2) 若 A 是复数域上的矩阵, 判断 A 足否可以对角化, 并说明理由.

7. 设 �; � 是欧氏空间 V 上的两个线性变换: 满足 .�˛; ˇ/ D .˛; �ˇ/;8˛; ˇ 2 V . 证明:
� 的核是 � 的值域的正交补空间.

8. 设 A是 n阶反对称矩阵，对于任意常数 �，若存在非零列向量 ˛，都有 jAC�˛˛0
j D

jAj 成立.
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59 湖南大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 解答如下问題:

(1) 已知 0 < x1 < 1; xnC1 D xn .1 � xn/ ; n D 1; 2; � � � , 证明: lim
n!1

nxn D 1.

(2) 设 0 < p < 1; 0 < x1 <
1

p
; xnC1 D xn .1 � pxn/, 证明: lim

n!1
nxn D

1

p
.

2. 设函数 f .x/ 在点 x D x0 处可导.

(1) 记 xn D f

�
x0 C

1

n2

�
C f

�
x0 C

2

n2

�
C � � � C f

�
x0 C

n

n2

�
� nf .x0/, 证明:

lim
n!1

xn D
1

2
f 0 .x0/.

(2) 求极限 lim
n!1

�
sin

1

n2
C sin

2

n2
C � � � C sin

n

n2

�
.

(3) 求极限 lim
n!1

�
1C

1

n2

��
1C

2

n2

�
� � �

�
1C

n

n2

�
.

3. 解答如下问題:

(1) 设 f .x/ 为三次多项式, x 2 Œ�1; 1�. 证明:Z 1

�1

f .x/dx D
1

3
Œf .1/C 4f .0/C f .�1/�:

(2) 设 f .x/ 为 Œa; b� 上的三次多项式, 证明:Z b

a

f .x/dx D
b � a

6

�
f .a/C 4f

�
aC b

2

�
C f .b/

�
:

4. 设 f .x/ 在 Œ0;C1/ 上一致连续, 对任意的 h > 0, 序列 ff .nh/g 极限存在. 证明:
lim

x!C1
f .x/ 存在.

5. 设函数列 ffn.x/g 在 Œa; b� 上连续, 且 ffn.x/g 在 Œa; b� 上一致收敛于 f .x/. 证明:

(1) 存在 M > 0, 对任意的正整数 n 及 x 2 Œa; b�, 有 jfn.x/j � M , 且 jf .x/j � M .

(2)若 g.x/在 .�1;C1/上连续,那么 fg .fn.x//g在 Œa; b�上一致收敛于 g.f .x//.

6. 设 f .x/ D
1

4
x.2� � x/; x 2 Œ0; 2��.

(1) 将 f .x/ 展开为 Œ0; 2�� 上的 Fourier 级数, 并计算
1X

nD1

1

n2
.

(2) 通过将 f .x/ 的 Fourier 级数逐项积分, 计算
1X

nD1

1

n4
.

7. 设 f .x/; g.x/ 在 .a; b/ 上连续, 什么情况下方程 f .x/y D g.x/ 在 .a; b/ 上确定了
唯一的连续解?
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8. 设 f .x/ 在 Œ0;C1/ 上连续, 证明: 含参量积分
Z C1

0

e�˛xf .x/dx 在 ˛ 2 Œ0;C1/

上一致收敛的允要条件为
Z C1

0

f .x/dx 收敛.

9. 计算曲面积分 “
S

xyz
�
x2y2

C y2z2
C z2x2

�
dS

其中 S 为 x2
C y2

C z2
D a2.a > 0/ 在第一封限的部分.
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60 湖南大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 设 f .x/ D .x C 1/2024
� x2024

� 1.

(1) 求 f 0.x/.

(2) 求 f 0.x/ 的所有复数根及在复数域和实数上的不可约因式分解.

(3) 判断 f .x/ 是否有重根, 并说明理由.

2. 判断题. 正确的请简要证明, 错误的请举出反例.

(1) 已知 V D W1 ˚W2, 则对任意的 ˛ 2 V , 有 ˛ 2 W1 或 ˛ 2 W2.

(2) 多项式 p.x/ 在数域 K 上不可约, 则 p
�
x2
�
在数域 K 上也不可约.

(3) 当 n 为偶数, 则存在 A;B 2 Mn�n.R/, 满足对任意的 0 ¤ ˛ 2 Rn, 都有 A˛;B˛

线性无关.

3. 设 n 阶矩阵 A D

0BBBBBBB@

1 �1

1 �1

: : :
: : :

1 �1

1

1CCCCCCCA
，求 A�1.

4. 记 N.A/ D f� 2 C j �A 和 A 相似 g.

(1) A D

0BB@
0 0 1

0 0 0

0 0 0

1CCA, 求 N.A/.

(2) A 不是幂零矩阵, 证明: N.A/ 为有限集.

5. 已知 V 为有限维线性空间, A 为 V 上的线性变换.

(1) 证明: dimV D dim Ker A C dim Im A .

(2) 证明: A 可逆的充要条件是 A 为单射.

(3) 举例说明 V 为无限维线性空间时, (2) 不成立.

6. 设 A 是数域 K 上的 n 阶矩阵, 证明 r.A/ D r 的充要条件是: 存在两个线性无关的
向量组

˛1; ˛2; � � � ; ˛r 2 Kn; ˇ1; ˇ2; � � � ; ˇr 2 Kn:

使得
A D ˛1ˇ

T
1 C ˛2ˇ

T
2 C � � � C ˛rˇ

T
r

7. 设 A 为复数域上的 n 阶可逆矩阵, A2 在复数域上可相似对角化, 证明: A 在复数
域上可相似对角化.
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8. 设 A D
�
aij

�
为 3 阶实正定对称矩阵, 且 aij 2 f�1; 0; 1g, 求矩阵 A, 并证明你的结

论.
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61 中南大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 计算题. 每题 10 分, 共 40 分.

(1) 求极限 lim
n!1

�
1 �

3

4n2

�n2C4nC3

.

(2) 已知 f .x/ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ ex x2 2

1 3x 4x2

0 5 e2x

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌, 求 f 0.x/.

(3) 求定积分
Z �

2

0

cos �
cos � C sin �

d� .

(4) 求级数
1X

nD1

1

nŠ
的和.

2. (10 分) 设 ffn.x/g 在 Œa; b� 上满足: 对任意的 x 2 Œa; b�; f 0
n.x/ 存在. 且

(1) 对任意的 x0 2 Œa; b�; ffn .x0/g 收敛.

(2)
˚
f 0

n.x/
	
在 Œa; b� 上一致收敛.

证明: ffn.x/g 在 Œa; b� 上一致收敛.

3. (20 分) 证明:
Z 1

0

ln.1 � t /

t
dt D �

1X
nD1

1

n2
.

4. (15 分) 设 f .x/ 在 Œ0; �� 上二阶连续可导, f .�/ D 2, 且Z �

0

�
f .x/C f 00.x/

�
sin x dx D 5:

求 f .0/.

5. (15 分) 计算以下曲线积分 Z
C

x2y dx C .y � 3/dy:

其中 C 为长方形区域的边界, 沿顺时针方向, 长方形四个顶点分别为

.0; 0/; .0; 1/; .2; 0/; .2; 1/

6. (15 分) 定义以下二元函数

f W R2
! R; f .x; y/ D

8̂<̂
:
x3 C x2y C xy2 C 2y4

x2 C y2
; x2

C y2
¤ 0

0; x2
C y2

D 0:

证明:
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(1) f 在 .0; 0/ 点连续.

(2) f 在 .0; 0/ 点处存在偏导数.

(3) f 在 .0; 0/ 点处是否可微? 请详细说明.

7. (15 分) 设 f W .0; 1/ ! R 一阶连续可导, 且满足对任意的 x; y 2 .0; 1/, 有 jf .x/ �

f .y/j � jx � yj
2, 证明: f 恒为常数.

8. (20 分) 已知 f .x/ 是 Œ0;C1/ 上的单调连续函数, 且 lim
x!C1

f .x/ D 0. 证明:

lim
n!1

Z C1

0

f .x/ sin.nx/dx D 0
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62 中南大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (16 分) 证明: 任意给定 k.k � 1/ 个两两不等的素数 a1; a2; � � � ; ak, 对任意的正整
数 n.n > 1/, 都有 n

p
a1a2 � � � ak 是无理数.

2. (20 分) 解答如下问题:

(1) (10 分) 设 n 阶行列式

D D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

1 �1 �1 � � � �1

1 1 �1 � � � �1

1 1 1 � � � �1
:::

:::
:::

:::

1 1 1 � � � 1

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
:

求 D 展开式的正项总数.

(2) (10 分) 计算 n 阶行列式

Dn D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌

1 � an
1b

n
1

1 � a1b1

1 � an
1b

n
2

1 � a1b2

� � �
1 � an

1b
n
n

1 � a1bn
1 � an

2b
n
1

1 � a2b1

1 � an
2b

n
2

1 � a2b2

� � �
1 � an

2b
n
n

1 � a2bn
:::

:::
:::

1 � an
nb

n
1

1 � anb1

1 � an
nb

n
2

1 � anb2

� � �
1 � an

nb
n
n

1 � anbn

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌
:

3. (16 分) 设 A 为 m � n 实矩阵, b 是 m � 1 实列向量.

(1) 证明: rank
�
ATA

�
D rank.A/.

(2) 设 X D .x1; x2; � � � ; xn/
T , 证明: 线性方程组 ATAX D AT b 有解.

(3)试举反例说明对复矩阵 A, 结论 rank
�
ATA

�
D rank.A/不一定成立, (2)中线性

方程组不一定有解.

4. (16 分) 设 W1;W2 是线性空间 P2�2 的子空间, W1 D L .A1; A2/ ;W2 D .B1; B2/, 其
中

A1 D

 
1 1

0 0

!
; A2 D

 
1 0

1 1

!
; B1 D

 
0 0

1 1

!
; B2 D

 
0 1

1 0

!
:

(1) 求 W1 CW2 的一组基与维数.

(2) 求 W1 \W2 的一组基与维数.

(3) 问 P2�2
D W1 ˚W2 是否成立, 为什么?
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5. (18 分) 给定前 n 个自然数 1; 2; � � � ; n 的一个全排列 j1j2 � � � jn, 定义复数域上线性
空间 Cn�n 的一个线性变换 ' 如下:

'

0BBBBB@
a11 a12 � � � a1n

a21 a22 � � � a2n

:::
:::

:::

an1 an2 � � � ann

1CCCCCA D

0BBBBB@
a1j1

a1j2
� � � a1jn

a2j1
a2j2

� � � a2jn

:::
:::

:::

anj1
anj2

� � � anjn

1CCCCCA :

(1) 试确定 ' 的 n 个线性无关的特征向量.

(2) 证明: 存在正整数 k, 使得对 ' 的任意特征值 �, 都有 �k
D 1.

(3) 证明: 如果全排列 j1j2 � � � jn D 23 � � �n1, 那么相应的线性变换 ' 是可对角化的.

6. (16 分) 设 A 为 n 阶半正定矩阵, E 为 n 阶单位矩阵. 证明:

jAC 2024Ej � 2024n:

并且等号成立当且仅当 A D O.

7. (16 分) 设 �; � 是 n 维线性空间 V 上的线性变换, �2
D � . 证明:

(1) V D Im � ˚ Ker � .

(2) � 的像 Im � 与核 Ker � 都是 � 的不变子空间当且仅当 �� D �� .

8. (16 分) 设数域 P 上的矩阵 A D

0BB@
1 �3 3

�2 �6 13

�1 �4 8

1CCA.

(1) 求矩阵 A 的 Jordan 标准形 J .

(2) 求可逆矩阵 P , 使得 P �1AP D J .

(3) 求 A 的最小多项式.

9. (16 分) 设 V 是实数域上所有 n 阶对称矩阵构成的线性空间, 对任意的 A;B 2 V ,
定义

.A;B/ D tr.AB/:

其中 tr.AB/ 表示 AB 的迹.

(1) 证明: V 构成一欧氏空间.

(2) 求使 tr.A/ D 0 的子空间 S 的维数.

(3) 求 S 的正交补空间 S? 的维数.
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63 云南大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 填空题. 每题 5 分, 共 30 分.

(1) 求极限 lim
x!0

�
cot x �

1

x

�
D .

(2)设 f .x/ D

(
eax; x � 0I

.x � b/3; x > 0:
在 x D 0处可导,则 a和 b 的值分别是 .

(3) 不定积分
Z dx
2e�x C ex C 2

D .

(4) 曲面 z D x C 2y C ln
�
1C x2

C y2
�
在 .0; 0; 0/ 的切平面方程是 .

(5) 设 f .x; y/ D

Z xy

0

ext2 dt , 则
@2f

@x@y

ˇ̌̌̌
.1;1/

D .

(6) 曲线 y D

Z x

0

tan t dt; 0 � x �
�

4
的弧长 s D .

2. (15 分) 按定义证明: lim
x!1

x.x � 1/

x2 � 1
D
1

2
.

3. (15 分) 判别级数
1X

nD1

annŠ

nn
.a > 0/ 的敛散性.

4. (15 分) 设函数 f .x/ 和 g.x/ 在区间 Œa; b� 上二阶可导, 并且 g00.x/ ¤ 0; f .a/ D

f .b/ D g.a/ D g.b/ D 0. 证明:

(1) 在开区间 .a; b/ 内, g.x/ ¤ 0.

(2) 在开区间 .a; b/ 内, 至少存在一点 �, 使得
f .�/

g.�/
D
f 00.�/

g00.�/
.

5. (15 分) 已知函数 z D ueaxCby , 其中 u D u.x; y/ 具有二阶偏导数, 且
@2u

@x@y
D 0.

确定常数 a; b, 使得函数 z D z.x; y/ 满足方程

@2z

@x@y
C 2

@z

@x
C 3

@z

@y
C 6z D 0

6. (15 分) 设 f .x/ 在 t ¤ 0 时一阶连续可导, 且 f .1/ D 0. 求函数 f
�
x2

C y2
�
, 使得

曲线积分 Z
L

y
�
2 � f

�
x2

C y2
��

dx C xf
�
x2

C y2
�

dy

与路径无关, 其中 L 为不经过原点的光滑曲线.

7. (15 分) 求级数
1X

nD1

n.nC 2/xn�1 的和函数.

8. .15 分) 计算极限 lim
a!C1

“
D

minfx; yge�.x2Cy2/dx dy, 其中 D W Œ�a; a� � Œ�a; a�.
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9. (15 分) 设 f .x/ 在 Œa;C1/ 上一致连续, g.x/ 在 Œa;C1/ 上连续, 且 lim
x!C1

Œf .x/�

g.x/� D 0. 证明: g.x/ 在 Œa;C1/ 上一致连续.
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64 云南大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 填空题, 每题 5 分, 共 30 分.

(1) 多项式
�
x2023

� 1; x2024
� 1

�
D .

(2) 秩为 r 的 n 阶方阵 A 满足 A2
D A, 则 A 的所有一阶主子式之和 D .

(3) 实二次型 x2
1 � 3x2

3 � 2x1x2 C 2x1x3 � 2x2x3 的符号差为 .

(4) 由所有 n 阶对称矩阵构成的实线性空间的维数 D .

(5) 若 3 阶方阵 A 的行列式是 1 , 迹是 2 , 并且各项式 f .x/ D x2
� 2x 与 A 的特

征多项式不互素, 写出 A 的所有特征值 .

(6) 记 E 是 n 阶单位阵, 若 n 阶方阵 A;B 满足 AB �BA D E CA, 则 A2024 的行
列式等于 .

2. (15 分) 求实数 b, 使得实系数线性方程组8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
x1 C x2 C x3 C x4 D 2

2x1 C 2x3 D 0

2x1 C x2 C 2x3 C x4 D 2

bx1 C 2x2 C bx3 C 2x4 D b

有解, 并在有解的情况下求所有的解.

3. (15 分) 计算 n 阶矩阵

0BBBBBBB@

1 2 3 � � � n

2 2 3 � � � n

3 3 3 � � � n
:::

:::
:::

:::

n n n � � � n

1CCCCCCCA
的行列式.

4. (15 分) 设矩阵 A D

0BBBB@
2 0 2 4

0 2 0 2

0 0 2 0

0 0 0 2

1CCCCA. 求 A 的 Jordan 标准形.

5. (15 分) 用正交的线性替换化四元实二次型
X

1�i�j �4

xixj 成平方和的形式.

6. (15 分) 证明: 每一个 n 维线性空间都可以写成 n 个 1 维线性空间的直和.
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7. (15 分) 证明: n 阶实对称矩阵

A D

0BBBBBBBB@

2 �1

�1 2 �1

�1 2
: : :

: : :
: : : �1

�1 2

1CCCCCCCCA
正定, 并且它有 n 个互不相同的正特征值.

8. (15 分) 设 V 是 n 维欧氏空间, ; ˛1; � � � ; ˛m 2 V 满足 .; ˛k/ > 0;
�
˛i ; ˛j

�
� 0 对

一切的 i; j; k 2 f1; 2; � � � ; mg 且 i ¤ j . 证明: ˛1; � � � ; ˛m 线性无关.

9. (15分)记 End .V /是由 n维复线性空间 V 上的所有线性变换构成的线性空间. 周
定 � 2 End.V /, 定义 End.V / 上的变换 ' 为 '.�/ D �� � ��;8� 2 End.V /. 证明:
' 是 End.V / 上的线性变换, 并且若线性变换 � 2 End.V / 使得对某个正整数 m 有
'm.�/ D 0, 则 � 的任一个根子空间都是 �� 子空间.
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65 东北师范大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. 计算题. 每题 6 分, 共 30 分.

(1) lim
n!1

�
1

n
C

1

nC 1
C � � � C

1

2nC 1

�
.

(2) lim
x!C1

p
x

Z xC1

x

dt
p
t C ln t

.

(3) lim
n!1

�
1

2
C
3

22
C
5

23
C � � � C

2n � 1

2n

�
.

(4)
Z 1

0

dx
Z 1

0

ˇ̌̌̌
xy �

1

4

ˇ̌̌̌
dy.

(5) 求球面 x D sin ' cos �; y D sin ' sin �; z D cos' 在对应 � D ' D
�

4
处的切平

面和法线方程.

2. (15 分) 由方程组 (
x2

C y2
� uv D 0I

xy C u2
� v2

D 0:

能否确定 u; v 为 x 与 y 的函数? 在能确定隐函数的条件下, 求 ux; vx; uy ; vy .

3. (15 分) 求函数 f .x; y/ D sin x C sin y C sin.x C y/ 在 .x; y/ 2 Œ0; 2�� � Œ0; 2�� 的
所有极值点.

4. (15 分) 计算曲面积分

I D

“
S

�
z2

C x
�

dy dz C
p
z dx dy:

其中 S 为抛物面 z D
1

2

�
x2

C y2
�
在 z D 0 和 z D � 之间的部分, 定向取下侧.

5. (15 分) 设函数 f .x/ 在 .�1;C1/ 上有任意解导数, 且对任意实数 x 及 n D

0; 1; 2; � � � , 满足 ˇ̌̌
f .n/.x/

ˇ̌̌
� nŠjxj.

证明: f .x/ D 0; x 2 .�1;C1/.

6. 设 D 为平面区域, u.x; y/ 2 C 2.D/, 证明: u.x; y/ 为调和函数, 即 u 满足
@2u

@x2
C

@2u

@y2
D 0的充要条件是：对 D 内任一圆周 L,且 L所围圆属于 D,都有

Z
L

@u

@n
ds D

0,n 为外法向量.

7. (15 分) 设 fang 是正的单调递增序列, 证明: 级数
1X

nD1

�
1 �

an

anC1

�
当 fang 有界时

收敛, 当 fang 无界时发散。
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8. (15 分) 令 f .t/ D

Z C1

1

cos xt
1C x2

dx. 证明:

(1) 积分在 t 2 .�1;C1/ 上一致连续.

(2) f .t/ 2 C.�1;C1/.

(3) lim
t!C1

f .t/ D 0.

9. (15分)设 ffng是 Œa; b�上连续的函数列,对任意的 x 2 Œa; b�,有 fn.x/ � fnC1.x/; n D

1; 2; � � � . 证明: 若 ffng 在 Œa; b� 上收敛于连续函数 f , 则 ffng 必定一致收敛于 f .
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66 东北师范大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (15 分) 求下列行列式 ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌
1C x1 1C x2

1 � � � 1C xn
1

1C x2 1C x2
2 � � � 1C xn

2

:::
:::

:::

1C xn 1C x2
n � � � 1C xn

n

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

2. (15 分) 设 A 为一个 4 阶实对称矩阵, 特征值为 0; 0; 0; 4, 属于特征值 0 的线性无关
的特征向量为

.�1; 1; 0; 0/0; .�1; 0; 1; 0/0; .�1; 0; 0; 1/0:

求矩阵 A.

3. (10分)设 f .x/ D xm
�1; g.x/ D xn

�1, 其中 m; n为正整数, 证明: .f .x/; g.x// D

xd
� 1, 其中 d 为 m; n 的最大公因式.

4. (15 分) 设 V1; V2; � � � ; Vm 是有理数域上向量空间 V 的 m 个真子空间, 证明: V 中
必定有一个向量 ˛, ˛ 不属于任何一个 Vi .

5. (15 分) 设 A 是复数域上的 n 阶幂等矩阵, 且 A D A1 C A2 C � � � C Ak, 其中
k 是大于等于 2 的正整数, 又有 r.A/ D r .A1/ C r .A2/ C � � � C r .Ak/. 证明:
A2

i D Ai ; AiAj D O.i ¤ j /.

6. (15 分) 如果二次型 f .x1; x2; � � � ; xn/ 仅在 x1 D x2 D � � � D xn D 0 时为零, 证明:
f 必定是正定型或负定型.

7. (15 分) 设 ' 是 n 维欧氏空间 V 上的对称变换, 证明: 对 V 中任意向量 ˛ 都有
.'.˛/; ˛/ � 0 的充分必要条件是 ' 的全部特征值都为非负实数.

8. (20分)设直线 l1 W
x � 1

2
D
y

1
D

z

�1
; l2 W

x

2
D
y

1
D
z C 1

�2
和平面 � W xCyCz D 0,

求与直线 l1; l2 相交且平行于 � 的所有直线构成的曲面 S 的方程.

9. (20 分) 证明方程 5x2
C 5y2

C 2z2
� 8xy � 2xz � 2yz C 20x C 20y � 40z � 16 D 0

表示的曲面是柱面, 并指出此柱面的母线方向及一条准线方程.

10. (10 分) 证明: O;A;B 不共线, A ¤ B, 则点 C 与点 A;B 共线的充分必要条件是向
量

��!
OC 可以分解为向量

�!
OA 和向量

��!
OB 的线性组合, 且分解的系数之和为 1 .
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67 郑州大学 2024 年数学分析试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日上午 8:30-11:30)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

1. (10 分) 求函数极限 lim
x!0C

"
1

x.1C x/
1
2

�
1

xe

#
.

2. (10 分) 求定积分
Z 2024

0

x

e2024�x C ex
dx.

3. (10 分) 设椭圆
x2

4
C
y2

9
D 1 在点 A

 
1;
3
p
3

2

!
的切线交 y 轴于点 B;L 是从 A 到

B 的直线段, 计算Z
L

�
sin y
x C 1

�
p
3y

�
dx C .cosy ln.1C x/C 2

p
3x �

p
3/dy:

4. (10 分) 讨论
Z C1

0

sin x
xp�1 C

1
x

dx.p � 0/ 的条件收敛和绝对收敛性.

5. (10 分) 求函数 f .x/ D

Z x

0

ln.1C 2t/

t
dt 的考克劳林级数展开式.

6. (15 分) 讨论方程 f .x/ D �
1

2

�
1C e�1

�
C

Z 1

�1

jx � t je�t2 dt D 0 在 Œ�1; 1� 上根的个

数.

7. (15 分) 设 f .x; y/ D

8<:
jxj˛jyj˛

x2 C y2
; x2

C y2
¤ 0I

0; x2
C y2

D 0:

证明:

(1) 当 ˛ > 1 时, f .x; y/ 在 .0; 0/ 连续.

(2) 当 ˛ >
3

2
时, f .x; y/ 在 .0; 0/ 可微.

8. ( 15分)证明: 函数项级数
1X

nD1

x2

.1C x2/
n 在 .�1;C1/上点点收敛, 但并非一致收

敛.

9. ( 35 分) 证明题.

(1) (5 分) 已知 lim
x!C1

Œf .x/ � .ax C b/� D 0, 求 a; b.

(2) (10 分) 设 f .x/ 在 Œa;C1/ 上一致连续, g.x/ 2 C.Œa;C1//, 且 lim
x!C1

Œf .x/ �

g.x/� D 0. 证明: g.x/ 在 Œa;C1/ 上一致连续.

(3) (5 分) 用 (2) 的结论说明 f .x/ D
1

x
C ln .1C ex/ 在 Œ1;C1/ 上一致连续.

(4) (15 分) 设函数 f .x/ 在 .�1;C1/ 上可导, 且存在常数 a; b; c; d.a < c/ 使得

lim
x!�1

Œf .x/ � .ax C b/� D 0; lim
x!C1

Œf .x/ � .cx C d/� D 0:

证明: 对任意的 � 2 .a; c/, 存在 � 2 .�1;C1/, 使得 f 0.�/ D �.

第 115页 (共 118 页)



微信公众号：八一考研数学竞赛

116

10. (20 分) 证明:

(1)
Z C1

0

sinux
x

dx 在任何不包含 u D 0 的闭区间 Œa; b� 上一致收敛.

(2) 已知
Z C1

0

sin x
x

dx D
�

2
, 求 F.x/ D

Z C1

0

sin2 xt

t2
dt .x > 0/.
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68 郑州大学 2024 年高等代数试题真题

(考试时间：2023 年 12 月 24 日下午 2:00-5:00)

微信公众号：八一考研数学竞赛

考试形式:闭卷 考试时间: 180 分钟 满分: 150 分

一. 填空题. 每题 5 分, 共 30 分.

1.

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌

1 �1 1 x � 1

1 �1 x C 1 �1

1 x � 1 1 �1

x C 1 �1 1 �1

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌ D .

2. 设 n 阶矩阵 A D

0BBBBB@
1 a a � � � a

a 1 a � � � a
:::

:::
:::

:::

a a a � � � 1

1CCCCCA ; n � 3;A 的秩为 n � 1, 则 a D .

3. 设 A D .˛1; ˛2; ˛3; ˛4/ 为 4 阶矩阵, A� 为 A 的伴随矩阵, 若单个向量 ˇ ¤ 0

是方程组 AX D 0 的一个基础解系, 则 A�X D 0 的基础解系含有解向量的个数
是 .

4. 实二次型 f .x1; x2; x3/ D .x1 C 2x2/
2

C .2x2 � x3/
2

C .x1 C x3/
2 的正惯性指数

为 .

5. 设 ˛1 D

0BB@
a

1

1

1CCA ; ˛2 D

0BB@
1

a

1

1CCA ; ˛3 D

0BB@
1

1

a

1CCA ; ˛4 D

0BB@
1

1

�2

1CCA, 且 ˛1; ˛2; ˛3 与

˛2; ˛3; ˛4 等价, 则 a 满足 .

6. 设 � 是 n 维线性空间 V 上的线性变换, � 有 n 个不同的特征值 �1; �2; � � � ; �n,
则 V 的所有 � 不变子空间的个数是 .

二. 计算与证明. 每题 15 分, 共 120 分.

1. 如果实系数多项式 f .x/ 满足 f
�
2x2

C 1
�

D 2f 2.x/C 1;8x 2 R; f .0/ D 0, 证
明: f .x/ � x.

2. 设 A D

 
1 a

1 0

!
; B D

 
0 1

1 b

!
, 当 a; b 为何值时, 存在矩阵 C , 使得 AC �

CA D B, 并求所有矩阵 C .

3. 设 A 是 n 阶矩阵, n > 1. 如果对任意 n 阶矩阵 B 都有 jACBj D jAj C jBj, 证
明: A D O.

4. 已知实二次型 f .x1; x2; x3/ D ax2
1 C ax2

2 C ax2
3 C 2x1x2 C 2x1x3 C 2x2x3 用正

交替换 X D T Y 化为标准形 f .x1; x2; x3/ D by2
1 C cy2

2 ; b; c ¤ 0, 求 a; b; c 并写出
正交替换及所化成的标准二次型.
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5. 求复矩阵 A D

0BB@
3 2 1

1 4 1

�3 �6 �1

1CCA 的约当标准形 J , 并求可逆矩阵 T , 使得

T �1AT D J .

6. 设

˛1 D

0BBBBB@
a1 C b

a1

:::

a1

1CCCCCA ; ˛2 D

0BBBBB@
a2

a2 C b
:::

a2

1CCCCCA ; � � � ; ˛n D

0BBBBB@
an

an

:::

an C b

1CCCCCA :

其中
nX

iD1

ai ¤ 0. 这 W D L .˛1; ˛2; � � � ; ˛n/, 求 W 的维数与一组基.

7. 设 A 是 n 阶实矩阵, A2
D E, 证明:

(1) r.ACE/C r.A �E/ D n.

(2) A 与对角矩阵相似.

(3) Rn
D V1˚V2,其中 V1 D fX 2 Rn

j .ACE/X D 0g ; V2 D fX 2 Rn
j .A �E/X D 0g.

8. 设 V D P2�2 是数域 P 上的线性空间, A D

 
a b

c d

!
2 V , 线性变换 � W X !

AX;8X 2 P2�2.

(1) 求线性变换 � 在基

E11 D

 
1 0

0 0

!
; E12 D

 
0 1

0 0

!
; E21 D

 
0 0

1 0

!
; E22 D

 
0 0

0 1

!

下的矩阵.

(2) 如果 A 相似于对角矩阵, 证明线性变换 � 在 V 的某组基下的矩阵是对角矩阵.
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